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Problema I (10 puncte)
Miscdri periodice
A. in motorul cu explozie, miscarea pistonului in cilindru, produce rotatia unei volante (vezi
figura 1).

Considera ca volanta se roteste cu viteza unghiulara constanta o si ca raza r a volantei
este mult mai mica decat lungimea /¢ a barei care cupleaza volanta la piston.

a. Demonstreaza ca in aceste conditi miscarea pistonului este, practic, o migcare
oscilatorie armonica.

b. Calculeaza acceleratia maxima a pistonului pentru un motor a carei volanta se roteste £
cu turatia de 800 rotatii / min si are raza r =2cm.

B. Adesea, pérti ale mecanismelor moderne sunt supuse simultan mai multor miscéari
oscilatorii, dobandind astfel traiectorii complicate, dar utile din punct de vedere tehnologic.

Un corp de mici dimensiuni, ce poate fi considerat punct material este supus actiunii
simultane a doua oscilatii armonice ale caror legi de migcare sunt :

x(t)=1,00- sin 2t
y(t)=100-sint

Figura 1

in expresiile de mai sus lungimile sunt masurate in m, iar timpul in s .

Cele doua oscilatii armonice se desfasoara pe directiile perpendiculare Ox si Oy .

a. Construiegte un tabel de variatie in timp a coordonatelor x si y si reprezinta grafic, in doua diagrame
distincte cele doud legi de miscare x(t)=100-sin2t si y(t)=100-sint .

b. Schiteaza traiectoria miscarii corpului de mici dimensiuni, supus actiunii simultane a celor doua
oscilatii armonice perpendiculare in sistemul de coordonate xOy . Marcheaza pe schita coordonatele
punctelor pe care le consideri importante.

c. Dedu ecuatia traiectoriei acestui corp.

d. Determina momentele de timp la care viteza corpului este orientata pe directia uneia dintre axele de
coordonate si valorile corespunzatoare ale acestei viteze.

Problema I - Solutie

A.
a. Intr-un sistem de referinta cu centrul pe axul volantei (figura 2), coordonatele capatului de pe volant&
al barei care leaga pistonul de volanta sunt

x, =r-cos(w-t)
y, =r-sin(e-t)

(1)

Figura 2
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In acelasi sistem de referinta, coordonatele capatului barei dinspre piston, P, sunt
{X” N 2)

Y, =0
Pentru lungimea ¢ constanta a barei se poate scrie
{62 = (r-cos(@-t)— x)? +(r - sin(w-t)y?

(2 =r?+x2-2.r-x-cos(w-t)
si in consecinta

x2—2-r-x-cos(a)'t)—(€2—r2)=0 (4)
Ecuatia de mai sus are solutiile

X,5 = -cos(@-t) /0% = (r -sin(w-t)} (5)
Conform enuntului,

r<<©? (6)
si cu atat mai mult

r-sin(w-t)<</ (7)
Prin urmare solutia admisa pentru coordonata x a punctului P este
Xx=/(+1-cos(w-t) (8)
Relatia (8) descrie o oscilatie armonica a punctului P de-a lungul axei Ox . Oscilatia are loc intre pozitiile
b+rzxzl-r (9)

si este centrata pe punctul de coordonate (E,O).

b. Acceleratia punctului P (solidar cu pistonul) are expresia

alt)=-r-o? cos(w-t) (10)

Acceleratia maxima are deci expresia

Aoy = I - ©° (11)

Valoarea numerica a acceleratiei maxime in conditiile din enunt (specifice unui motor la ralanti) este
Qpay = 140m - 572 (12)

Observatie: Considerdnd valoarea acceleratiei gravitationale g=10m-s™, valoarea acceleratiei
maxime se poate scrie ca a,., ~140m-s2 =14g.

max =

Relatia (12) reprezinta raspunsul la punctul b.

B.
a. Coordonatele punctului supus celor doua oscilatii depind de timp conform legilor

t)=1,00-sin2t
t)=100-sin (13)
y(t)=100- sint
Conform definitiei, pentru oricare valoare a lui t, perioada T a unei functii f(t) trebuie s& satisfaca
relatia:

ft+T)=f(t) (14)
Perioada T, a oscilatiei pe directia Ox rezulta din
{sm(Zt) = sin[2(t+T,)] (15)
2T, =2n
si are valoarea
T,=x (16)
Analog, perioada T, a oscilatiei pe directia Oy, descrisa de legea y(t)= 1,00 - sint are valoarea
T,=2n (17)
Perioada T a miscarii compuse este cel mai mic multiplu comun al celor doua perioade
T=2T,=T,=2x (18)

Toate reprezentarile grafice sunt trasate pentru o perioada a miscarii compuse T =27 = 6,28s .
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In tabelul 1 sunt prezentate valorile coordonatelor x si y la diferite momente de timp, pentru o perioada
a miscarii compuse.

Tabelul 1
Nr. t(s) y(m) | x(m) | Nr. t(s) y(m) | x(m)
1 0 0,00 | 0,00 | 0,00 |14 | 137/12 | 3,40 |-0,26 | 0,50
2 /12 0,26 | 0,26 | 0,50 |15 | 7x/6 3,67 | -0,50 | 0,87
3 7/6 0,52 050 | 0,87 |16 | 57/4 3,93 | -0,71 | 1,00
4 /4 0,79 /0,71 1,00 |17 | 47/3 419  -0,87 | 0,87
5 7/3 1,05 0,87 | 087 18 | 17x/12 | 4,45|-0,97 0,50
6 57/12 | 1,31 /0,97 0,50 |19 | 37/2 4,71 | -1,00 | 0,00
7 7/2 1,57 | 1,00 | 0,00 20 | 197/12 | 4,97 | -0,97 | -0,50
8 77/12 1,83 /0,97 -0,50 21 | 57/3 5,24 | -0,87 | -0,87
9 27/3 2,09 087 |-087 22 | 7x/4 5,50 | -0,71 | -1,00
10 | 3z/4 2,36 0,71 |-1,00 |23 |11z/6 | 5,76 -0,50 | -0,87
11 57/6 2,62 050 |-0,87 |24 | 23z/12 | 6,02 -0,26 | -0,50
12 | 11z/12 1 2,88 0,26 |-0,50 |25 | 2« 6,28 | 0,00 | 0,00
13 | 7 3,14 10,00 | 0,00
in figura 3 este prezentata dependenta de timp a coordonatei x, pentru o perioada a miscarii compuse.
X (m)4
1,00+
o o0 | 400 ego Tt
- 1,00+

Figura 3

In figura 4 este prezentata dependenta de timp a coordonatei y , pentru o perioada a migcarii compuse.

L

y(m)4

1,00+

0 Ce bt (s)
2,00 400 600

- 1,00

Figura 4

Tabelul 1 si figurile 3 si 4 reprezinta raspunsul la punctul a.
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b. Pentru trasarea unei schite a traiectoriei se folosesc datele din tabelul 1. Traiectoria corpului se
inscrie in patratul determinat de valorile extreme ale elongatiei pentru fiecare dintre cele doua oscilatii.
Patratul are centrul in originea sistemului de referinta xOy .

y (m) 4
1,00
Fe T T = —=—— — s T Il
| » * B * o |
(o) . A
[ [
Pt 1 '
[ . . [
[ [
: : » x (m)
-1.DD| 0 |1.DD
| = - [
L, | . |
[ [
Fe *D
S | S
-1,00
Figura 5

In figura 5 este prezentata schita traiectoriei corpului, supus celor doua oscilatii perpendiculare. Pe
schita sunt marcate punctele O,A,B,C,D,E,F . Valorile coordonatelor acestor puncte, preluate din
tabelul 1 sunt:

O A B C
Xo =0,00m X, =100m x5 =0,00m Xc =-100m
Yo =0,00m Ya=071m yg =100m Ye=0,71m
(19)
D E F
{XD =100m . =0,00m {XF =-100m
yp =-0,71m ye =—100m Ye=-0,71m

Schita din figura 5 gi relatia (19) reprezinta raspunsul la punctul b.

c. Traiectoria reprezinta legatura atemporala dintre coordonate. Pentru eliminarea timpului se poate tine
cont ca

sin(2a)=2-sina-cosa (20)
Prin ridicarea la patrat a relatiei (20) rezulta

sin®(2a) = 4sin® .- cos® a = 4 sin® - (1- sin® a) (21)
Utilizand relatiile (13) si (21) se obtine ecuatia traiectoriei

X2 =4y (1-y?) (22)
Observatii:

1. Coordonata y nu poate avea valori in afara domeniului [— 1;1].

2. Expresia

X2 =fly)=4-y*-(1-y2)=1-(2y? - 1f (23)
trebuie sa fie pozitiva pentru orice valoare a lui y si isi atinge valoarea maxima egala cu 1, pentru
y=++2/2 (24)

3. Coordonata x este limitata la valori in domeniul [-1:1].
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Relatia (22) reprezinta raspunsul la punctul c.

d. Viteza instantanee a corpului are componentele

v, (t)=200-cos 2t (25)
v, (t)=100-cost (26)
si modulul

v(t)=+/4,00 - cos? 2t + 100 - cos t (27)

Momentele de timp la care componenta pe directia Ox a vitezei se anuleaza, astfel incat viteza corpului
devine paralela cu directia Oy, se determina din conditia

t)=0

v, (t) o
2,00-cos2t=0

Astfel, rezulta:

te o =(2k+1).%, k=0,1273,.. (29)

sau

te, ., = (2k +1)-0,79s, k=0,1,2,3,... (30)

Prin urmare, pentru situatiile in care viteza corpului este paraleld cu directia Oy, valoarea acestei viteze
este

V(tkuov):

Momentele de timp la care componenta pe directia Oy a vitezei corpului se anuleaza, astfel incat viteza
corpului devine paralela cu directia Ox , se determina din conditia

1,00 cos(2k +1 )% ~0,71" (31)
S

v, (t)=0
() -
1,00-cost =0
rezultand
tk//ox =(2k+1)%7 k=0,123,.. (33)
sau
tk//ox E(2k+1)-1,57s’ k=0,123,.. (34)

Pentru situatiile in care viteza corpului este paralela cu directia Ox , valoarea acestei viteze este

v(tk//ox)z

Relatiile (30), (31), (34) si (35) reprezinta raspunsul la punctul d.

2,00 cos(2k + 1 )% =200 (35)
S
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