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Subiectul I:

Solutie A: (2p)

al. (1p) Legea a II a lui Kirchhoff pentru ochiul format prin inchiderea intrerupatorului, in marimi mo-
mentane, are forma:

di . di . .
E—L==iR sau L—+iR—E=0.
dt dt
Solutia generald a acestei ecuatii este:
R
. R ¢
i(t) = Ade 1" + -
La momentul initial intensitatea curentului electric din circuit este nula, i(0) = 0 astfel ca legea lui
Kirchhoff scrisa anterior devine:
di
L(2) =e
dt/¢=0

Prin urmare la momentul ¢ = 0 vom obtine

L (%)tzo ——AR =€,

iar de aici ajungem la:
Solutia finala va fi:

a2. (1p)

=| tn

Solutie B: (2p)
bl. (1p) Legea a II a lui Kirchhoff pentru ochiul format prin inchiderea intrerupatorului, in marimi
momentane, are forma:

. , d
£=iR +%q, respectiv Rd—Z+%q —£=0.
Solutia generald a acestei ecuatii este

1
q(t) = Ae re" + EC.

La momentul initial q(0) = 0 astfel ca
A=-EC.
Solutia finala va fi

1 1
q(0) = &c (1-e7me") iari(t) =2 = Ze7ret,
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b2. (1p) 1
cE

Solutie C: (2p)
cl. (1p) Folosim legea I, a lui Kirchhoff scrisa pentru nodul din stanga
i = il + iz
si legeaa Il a lui Kirchhoff pentru cele doua ochiuri care contin sursa
diy
E—L—=
dt

E=1i,R +1
=Lk, C

iRy

Deoarece sursa nu are rezistenta electrica interna, expresiile pentru intensitatile i; si i, sunt de forma
celor determinate la punctele precedente, astfel ca pentru intensitatea curentului care parcurge sursa pu-

tem scrie:
1

. € R £ ——
i(t) =R—(1—e Lt)+R—e Ry
1 2

c2. (1p) Daca R; = R, = R atunci

, e ¢ R
l(t)=;—;€ it

e L . e €f L _R
+ Ze re" sau i(t) =—+—(e Re' — e t).
R R R

1 R
Intensitatea este independenti de L si C daci e ’Re' — e"L" = 0 adici R = \/%

Solutie D: (4p)
d1. (1p)

d2. (3x0,5p) P = Ulcos ¢, iar S = Ul si prin urmare valoarea raportului cerut este g = cosQ.
Impedanta complexa a circuitului este data de relatia:
= (R+jX))(R—jXc) _ . 2R*+X{+X¢

R>-X1Xc
7= . =R——L ¢
2R+j(XL—X¢) 4R%Z+(X—X()?

4R2+(X-X(c)?'

+j(X, — Xc)

A T . L o . . 9

In conditiile din enuntul problemei, R? = - bartea imaginara a impedantei complexe devine nula astfel
< . . P

ca ¢ = 0 s11n consecinta 3= 1.

d3. (3x0,5p) Din expresia impedantei (complexe) de la punctul d2 se observa ca :

lirr})Z=R U
w— [
{limZzR < lim =7

w—00
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. . . N . 1
Analizand partea imaginara a impedantei complexe observam ca pentru X; = X, respectiv la w, = N

2 L
. 5 = 5 c U
aceasta devine nuld, Im Z = 0 astfel ca Z(wy) & Z, = ZRC e )= -
0
V4 R2+£
Analizam valoarea raportului ?0 = ZRZC in functie de marimile R, L si C:
L
. . Z . R%+2 D L
i) Dacd = > 1atunci —£ > 1 sideci R* < —;
R 2R ; c
. Z _R%+42 L
if) Dacd = = 1 atunci —£ = 1 si deci R* = —;
R 2R ; c
2 L
o ZO . +E . . 2 L
iif)Daca — < 1 atunci —* < 1 si deci R* > —.
R 2R ; c
Prin urmare:
N L . . , u __u
i) 1in situatia R? < o la pulsatia w = w,, se obtine Z, > R, respectiv I, = o<
0
L L . . . : U
ii) 1in situatia R? = Zse obtine Z = R, pentru orice pulsatie w, respectiv [ = =
L L . . Uu._u
iii) in situatia R? > o la w = wy, se obtine Z, < R, respectiv I, = P
0
I I I
U
R
W 1) (i) w W w

(10 puncte)
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Subiectul II: (10 puncte)

Rezolvare + punctaj evaluare
a) 4,0 puncte
a1) 2,0 puncte
Pentru inceput sa analizdm cazul general, cand directia deplasarii observatorului (directia vec-
torului viteza, V), in raport cu sursa de oscilatii, S, este asa cum indica desenul din figura 4.
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Sa consideram acum ca emisia undelor de la sursa de oscilatii S, aflata in repaus, reprezentata in
desenul din figura 4, incepe la ora t, (raportata la ceasornicul propriu), atunci cand observatorul mobil,
O', 1n miscare rectilinie si uniforma cu viteza V, se afld in pozitia O'j, , ceasornicul sau indicind ora t;.

Incheierea celor N oscilatii ale sursei S se face la ora t, (raportati la ceasornicul sursei), atunci
cand observatorul mobil se afld in pozitia O'j,, cand ceasornicul acestuia indica ora t',, astfel Tncat
intervalul de timp necesar producerii celor N oscilatii, cand sursa S ramane fixa, raportat la ceasornicele
asociate celor doua sisteme de referintd, fix (asociat sursei, S) si respectiv mobil (asociat observatorului
mobil, O"), sunt:

At=t, —t; At'=t', -t # At,
relatia dintre acestea fiind:

Ar=—A o At; At =\1- % - At'< At

J1-p?
In aceste conditii receptia celor N oscilatii produse de sursa fixd S, va incepe, la observatorul
mobil, O', atunci cand acesta se afld in pozitia O';, cand ceasorincul sau indica ora :

1 1 D
=t +—1,
c
si se va incheia, atunci cand observatorul mobil se va afla in pozitia O',, la ora:
1 1 D
', =t,+—%,
C
astfel incat durata receptiei celor N oscilatii, cronometrata de observatorul mobil O, va fi:
D,-D
o [ 1 2 1.
Ar'=7",—-7" =t -t | +—;

Ar'=ats 221
c
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D, -D, (0, 0',)-cosé;

0,0, =Vv-At}
D, —D, = V- At"cos&;
Ar'= At + 080 g
C

AT'=At'+ fC0sO- At';
A7'=(1+ Bcosh)- At';
ar=— AL

1- pB°

At'=(1+ Bcosb): At

-5

In aceste conditii, numarul N al oscilatiilor, produse de sursa fixa, S, este:
N = Vsusa * At,
iar acelasi numar de ocilatii, N, receptionate de observatorul mobil, O', este:

| At
N = VObservator A= VObservator ’ (1+ ﬂCOS 0) W:

astfel incat obtinem:

At
V Observator * (l+ ﬁ -COS 9) T " Vgysa ° At;

a
=

V Observator '(l-l-ﬂ'COS 9) W = Vsursa 1
-5

Vobservator — 1+ ﬂ .cosd “Vsursa »
1+ p-cos@

Observator — — [~ > ' ﬂ’Sursa )
vi-p

reprezentand relatiile dintre frecventele si lungimile de unda ale undelor, raportate la sursa de oscialtii
fixa si la observatorul mobil.
Cazuri particulare:

1. =180

A

_1-B A = 1-p. A
bservator Sursa Sursa
- 1+ B

reprezentand efectul Doppler relativist longitudinal, cand observatorul se apropie de sursa;
2. 6=0%

Ao <A

Sursa !

_ 1+p

1+
y) = = |—£. > Ayer s
Observator /—1 _ ﬂz ASursa 1 _ ,B ﬂ'Sursa j“Sursa

reprezentand efectul Doppler relativist longitudinal, cand observatorul se departeaza de sursa;
3. =907

A =#-ﬂ, > A

Observator Sursa Sursa !
V1= 7
reprezentand efectul Doppler relativist transversal, pentru care nu exista un corespondent clasic.
Efectul Doppler relativist transversal dovedeste ca si atunci cand directia de propagare a lu-
minii spre observator este perpendiculara pe directia de miscare a sursei, frecventa si lungimea de
unda ale radiatiei inregistrate de observator sunt diferite de cele ale radiatiei emise. Variatiile acestora
sunt insa mult mai mici decat cele corespunzatoare efectului Doppler relativist longitudinal.

az) 2,0 puncte
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Sa consideram acum cd emisia oscilatiilor de la sursa de oscilatii, S', aflatd in miscare cu viteza

Vv, incepe in pozitia S'| a acesteia, reprezentatd in desenul din figura 5, la ora t'; (raportatd la ceasornicul

propriu), atunci cand ceasornicul observatorului fix, O, indica ora t,.
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Incheierea emisiei celor N oscilatii electromagnetice ale sursei mobile se face in pozitia S', a
acesteia, laora t', (raportata la ceasornicul sursei), atunci cand ceasornicul observatorului fix, O, indica
ora t,, astfel incat durata producerii celor N oscilatii, din pozitia S a sursei fixe, raportata la ceasornicele
asociate celor doud sisteme de referinta, fix (asociat observatorului, O) si respectiv mobil (asociat sursei,
S'), sunt:

At=t, —t; At'=t',—t", # At,
relatia dintre acestea fiind:

At=—L2U S Ar; A= -7 - At<At

J1-p?
In aceste conditii receptia celor N oscilatii emise de sursa mobila, S', va incepe, la observatorul
fix, acesta fiind in pozitia O, cand ceasorincul sdu indica ora :

D

7, =t +—2,
c

si se va incheia, observatorul rimanand in pozitia O, la ora:
D
7, =1, +—%,
c
astfel incat durata receptiei celor N oscilatii, determinata de observatorul fix, O, va fi:
D, -D
At=t1,—1, =t,—t, + —2—2;
c
D,-D
Ar=At+—2 7,
c
D,-D, =(S',S',)-cosé = v- At -cos6;
S| S, =V-At;
V-Ccosd
AT =At+—At¢;
c
At' .
A7 =(1+ Bcosh)-At; At = ——— > At';
N ,32
At'

At =1+ fcosh) ——.
J1-p?
In aceste conditii, numarul N al oscilatiilor, produse de sursa mobila, S', este:
N = Vsusa At
iar acelasi numar de ocilatii, N, receptionate de observatorul mobil, O, este:
At'

N = Vobservator © At = V Observator * (l+ ﬁCOS 9)
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astfel incat obtinem:

V Obsenvator * (1+ IB -COs H) ’

V Observator '(1+ﬂ'COS 9) \/]7 = Vsursa 1
__V1-p

VObservator - 1+ ﬂ . COS& ) VSursa;
P 1+ p-cos@

Obsevator — ~— [~ = ' /1$ursa ,
vi-4

reprezentind relatiile dintre frecventele si lungimile de unda ale radiatiilor electromagnetice, raportate
la sursa de lumina mobila si la observatorul fix, aceleasi cu cele din cazul analizat anterior.
Cazuri particulare:

1) =180°;
1-p 1-5
ﬂ’observator =T ﬂ’Sursa =i L ﬂSursa < )’Sursa )
J1- B2 1+p
reprezentand efectul Doppler relativist longitudinal, cand observatorul se apropie de sursa;
2) 6=0°

1+ 1+
/’tobservator = —182 ’ ﬂSursa = —ﬂ : J'Sursa > ﬂSursa )
J1- 8 1-p

reprezentand efectul Doppler relativist longitudinal, cand observatorul se departeaza de sursa;
3) #=90°;

A :;/1 > A

Observator 2 Sursa Sursa ?
V1-5

reprezentand efectul Doppler relativist transversal, pentru care nu exista un corespondent clasic.

b) 1,0 puncte
Naveta spatiald se apropie de sursa fixa (becul 1), astfel incit lungimea de unda a radiatiei ob-
servate de conducatorul acesteia, in acord cu efectul Doppler longitudinal, este data de expresia:

ﬂ’obs :ﬂ“sursé(l_ﬂ)/ l_ﬂz; ﬁ“obs =4 ﬂ,

sursa 1+ﬁ
ﬂ = X’ /Iobs < ﬂ“sursa ;
C
/lobs = ﬂ’verde; ﬂ“sursa = rosu;
A, <A,
astfel incat rezulta:
ﬂ’verde = ﬂ’rosu ﬂ’ ﬂ:X’
1+ 4 c
-2 v
P=——07="
A+, C
Arosa =6,5-10° €mM; A, =5-10° cm;
2 2
veetH _g25.c; p=Y =025,
r A% C

¢) 1,0 puncte
Dupa trecerea prin intersectie, naveta spatiala se departeaza de sursa fixa (becul 2), astfel incat
lungimea de unda a radiatiei observata de conducatorul acesteia este datd de expresia:
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ﬂ’obs = /Isursé (1+ﬂ)/ 1_ﬂ2 ; ﬂ’obs = ﬂ’sursé %’ ﬂ’obs

1) Mai intai sa consideram ca pe durata trecerii navetei spatiale prin intersectie nu s-au schimbat

culorile luminii de pe becurile celor doua sensuri, adica: 1 — Rosu; 2 — Verde. Ca urmare, dupa trecerea

prin intersectie, naveta spatiald se departeaza de sursa (becul 2) care emite radiatie Verde. In aceste
conditii lungimea de unda a radiatiei observate este:

Aops > A Airsa = Aerde s Aops > A

sursa ? sursa verde ? ‘verde !

> A

sursa *

ﬂ’rosu = 6,5'1075 cm; ﬂ’verde :5.1075 cm;
v=0,25-c;
ﬂ“obs = lsursé My ﬂ :X 20,25,
1-4 c

Aops =6,45-10° cm ~ 4,

Concluzie: privind in oglinda retrovizoare, imediat dupa trecerea prin intersectie, conducatorul

navetei spatiale, apreciaza ca fiind Rosie lumina de culoare Verde emisa de becul (2) de pe sensul invers.

C2) Sa consideram acum ca pe durata trecerii navetei spatiale prin intersectie, s-au schimbat cu-

lorile luminii de pe becurile celor doua sensuri, adica: 1 — Verde; 2 — Rosu. Ca urmare naveta spatiala

se depirteaza de sursa fixa (becul 2), care emite radiatie Rosie. In aceste conditii lungimea de undi a
radiatiei observate este:

rosu *

ﬂ’obs > ﬂ“sursa , ﬂ’sursa = ﬂ’rosu , ﬂ’obs > ﬁrosu ;
Aoy =6,5:107° €M; A, =5-10°° cm;
v =0,25c;
ﬂ“obs = ﬂ“sursa My ﬂ = X = 0,25,
1-4 C

Agps = 8,393-107° cm =839,3 nm > 760 nm.

Concluzie: lungimea de unda a radiatiei Rosie, emisa de becul (2) de pe sensul invers, ajunge la
conducitorul navetei spatiale cu o lungime de unda, A, =8,393-10"° cm, mai mare decat limita superi-

oari de sensibilitate spectrald a ochiului (760 nm). De aceea, observatorul va aprecia, privind in oglinda
retrovizoare, ca becul de pe sens invers nu functioneaza!

d) 1,0 puncte

Conducatorul navetei spatiale se apropie de sursa fixa (becul 1), astfel incat lungimea de unda a
radiatiei observate, in acord cu efectul Doppler longitudinal, este datd de expresia:

1-p v
Ao = Aaes U= BYNL= B3 Age = A |23 =
‘obs sursa( IB ) ﬂ ‘obs sursa 1+ ﬂ ﬂ c

;tobs < 2’

sursa *
Daca, apropiindu-se de becul 1, conducdtorul navetei spatiale, apreciaza ca becul 1 nu functio-
neazd, insemneaza ca lungimea de unda a radiatiei observate este mai mica decat limita inferioard a
Tn aceste conditii culorile luminilor de pe cele doua becuri sunt: 1 — Verde; 2 — Rosu, astfel incat
rezulta:

ﬂ’sursa = /1verde ) ﬂ“obs = ﬂ“min =400 nm;

ﬂ“obs = ﬂ’sursé ﬂ’
1+

1-p
A=A, Q=B I1-B% A =D [—;
min verde( ﬂ) ﬂ 'min verde 1+ﬂ
ﬁ: j‘3erde _ﬂ‘iﬂn .
ﬂ“serde +ﬂ“§nin ’

,8:0,3:%;v=,80;v=0,3-c.
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e) 1,0 puncte

Dupa trecerea prin intersectie, conducatorul navetei spatiale se departeaza de sursa fixa (becul
2), astfel incat lungimea de unda a radiatiei observate, in acord cu efectul Doppler longitudinal, este
data de expresia:

ﬂ“obs :ﬂ’sursi (1+ﬂ)/ 1_ﬂ2; ﬂ«obs = ﬂ'sursé i_'-ﬁ;

Sursa *

ﬂ:X’ /Iobs >ﬂ’
C

Daca, departandu-se de becul 2, conducétorul navetei spatiale, apreciaza ca becul 2 nu functio-
neaza, insemneaza cd lungimea de unda a radiatiei observate este mai mare decat limita superioara a
e1) Mai intéi sa consideram ca, dupa trecerea navetei spatiale prin intersectie, culorile celor doua
becuri sunt: 1 — Verde; 2 — Rosu, astfel incat rezulta:
Agrsa = Aiosu s Aops = Amax = 700 NM;

sursa obs

Agps > A

ﬂ‘max :ﬂ“rosu (1+ﬂ)/ Vl_ﬂz;

ﬂ’max :ﬂ’rosu 1+ﬂ;
1-5
Ay — Ao

rosu -

R+

rosu

rosu ?

B

ﬁ=0,15=%; v=015-c.

e2) Sa consideram acum ca, dupd trecerea navetei spatiale prin intersectie, culorile celor doua
becuri sunt: 1 — Rosu; 2 — Verde, astfel incat rezulta:
Agrsa = Aerde s Aobs = Amax = 760 M,

sursa

ﬂ’obs = ﬂ’sursi M’ ﬂ’obs > ﬂ“sursa;
\1-5

)“rmx :ﬂverde(l_i_ﬂ)/ Vl_ﬂz;

1+
/’Lmax =ﬂ’verde —ﬂ'
1-p

ﬂ’fnax _ﬂ“\zfere
ﬁzz—zd’

ﬂ’max +Z’verde

£=0395=":v~04-c.
C

f) 1,0 puncte
Corespunzator cazului general, reprezentat in desenul din figura 4, am demonstrat ca:

V1- B _ _ 1+ p-cos@

Vobservator = 1+ ﬂ .CoS O *Vsursa 1 ﬂ’Observator = M 'ﬁ’Sursa 1

reprezentand relatiile dintre frecventele si lungimile de unda ale radiatiilor electromagnetice, raportate
la sursa de lumina fixa si la observatorul mobil.

Corespunzitor cazului particular, @ =90°, reprezentat in desenul din figura 6, cand distanta din-

tre sursa si observator este minima, reprezentand efectul Doppler relativist transversal, rezulta:
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@ s
|
1
ijn :
|
o
0=90" " o
_______ - - ‘_’_ - ——-
Ol
Fig. 6
v 1 v 0,25c )
VObservator = 1_ﬂ2 ' VSUI'SEI < VSUI'SE) ’ ﬂ’observator = W ’ ﬂ'sursa > ﬂ’Sursa ’ ﬂ = E = C = 07257

I 1
_ 2 . _ . _ .
VObservator - 1_ ﬁ ’ VSursa < VSursa ’ /’LObseNator - W : ﬂ’Sursa > ﬂ’Sursa ’ ﬂ - 0!251

. . -5 .
fl) ASursa = X’Rosu ’ ﬂ‘Observator > ;LSursa ’ Aobservator ~ 617110 cm> ﬂ“Rosu ’

. . -5
f2) j'Sursa = ﬂ\/erde’ ﬂ’Observator > ﬂ“Sursa ’ ﬂ‘Observator ~ 5’16 -10” cm > ﬂ’Verde'
g) 1,0 puncte
In acord cu efectul Doppler transversal, corespunzator notatiilor din figura 7, rezulta:

O|
Fig. 7
[ a2 . 1 .
Vobsenator = 1- ﬂ “Vsusa < Vsursa 1 ﬂ'observator = \W ’ ﬂ'Sursa > ﬂSursa )

. . ~ -5 .
1) X‘Sursa = /lRosu ’ ﬂ’Observator > ﬂ“Sursa ’ ﬁ’Observator ~ 6'7110 cm > X’Rosu ’
. . ~ -5
2) ﬂ‘Sursa = ﬂ\/erde ’ /lobservator > ﬂ“Sursa ’ ;i’obsen/ator ~ 5’16 10 cm > ﬂ’Verde'
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Subiectul III: (10 puncte)

Barem:

A.

a) Utilizand conditia de cuantificare a momentului cinetic r * p = n * h si conditia de echi-

2 2
libru a orbitei ~—— = —— se gaseste ca:
r 4TTEY*T ’
ZhZ
T = s 1,5 puncte
mme

Raza minima corespunde valorii n = 1.
Inlocuind se obtine:

r; = 2 10713 m care este de 264 de ori mai micd decat raza respectivi pentru un elec-
1970) | P 0,5 puncte

b) Expresia energiei totale a electronului in starile legate depinde numai de masa electronu-
lui, sarcina electrica a acestuia si de sarcina electricd a nucleului (in aproximatia propusa
sarcina nucleului este +e.

mee*
——
8h<gg

1 . . . .
E, = * deci sunt aceleasi cu ale atomului de hidrogen.

c¢) Pentru un atom cu numarul atomic Z raza orbitei este data de relatia:

hZ
R, = —————.n?

Ze’m

4TTEQ
Este necesar ca raza cea mai mica a orbitei sa fie mai mare decat raza nucleului.

Rezulta Z < 35,7, deCi Zpgxim = 35 «oevivevennnn. 2 puncte

a) Din relatia pentru momentul cinetic:

2
. . . oy . . MtV

L=de+mp+Vp+ +d -m_-v.- = nh si din relatia de stabilitate a traiectoriei ——&= =

g+ Mg+Vg 7~ Myg=Vg S ! dos

K

1 e? . . o o
s unde dg+ si d,- sunt distantele celor doud componente fatd de centrul comun de
TTEQ
masa iar

d = dg+ + d ;- este distanta dintre acestea se obtine:

m,+Mg— - .
d,=——n? , unde am notat cu u, =—X—"— masa redusi a sistemu-
T, e? Myt +Mp—

UL o 1,5 puncte
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Se observa ca expresia distantei dintre cele douda componente ale sistemului d,, difera de
expresia de cuantificare a razei atomului Bohr pentru hidrogen doar prin faptul ca in loc de
masa electronului m, apare masa redusa p,.. Din calcul rezulta ca y, = 213m, , deci d; =

T = 25 10 7 B M 0,5 puncte
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b) Din relatia pentru energia totala

My+Vis N My-V2- e?
2 2 4meyd
Se obtine
2
8meyd

Utilizand relatia de cuantificare a distantei se gaseste:

4
L 1,5 puncte

8e2h?2 n2

E, =

lar pentru energia nivelului fundamental:

E, = -2900eV =-=29keV. .......cccccciiiiiiiiiiiii. 0,5 puncte
C) Anax = IZ"_CI =4 %107 m (fotonderaze X).....ooovviviiiniiiniinnnnn 1 punct
1
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