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4. Problema IV – Bară în mişcare (10 puncte) 

4.1. Descrierea situaţiei fizice din problemă.  
O cameră obscură având deschiderea (diafragma) situată la 0=x  şi la distanţa D  de axa Ox  formează imaginea unei 
bare în mişcare, produsă de raze ajunse simultan la diafragma care se deschide pentru un interval de timp foarte scurt. Pe 
axa Ox  sunt trasate marcaje echidistante aşa cum este ilustrat în Figura IV.1, care permit ca lungimea aparentă a barei să 
fie determinată din imaginea dată de camera obscură. Pe o imagine luată atunci când bara este în repaus, lungimea 
acesteia este L . Pentru consideraţiile care urmează, bara nu este în repaus, ci se mişcă uniform, de-a lungul axei Ox , cu 
viteza constantă v . 

4.2. Relaţii de bază.  
Pe o imagine luată cu dispozitivul descris se observă un segment foarte scurt de pe bară, aflat în poziţia notată cu x~ . 

 
Figura IV. 1 

IV.1  Care este poziţia actuală x a acestui segment foarte scurt în momentul în care imaginea sa se formează în 
camera obscură? Exprimă răspunsul în funcţie de x~ , D , L , v  şi de viteza luminii în vid 181000,3 −⋅×= smc . 
Foloseşte mărimile  
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dacă ele te ajută să exprimi rezultatul într-o formă mai simplă. 
 
IV.2.  Găseşte relaţia inversă, adică exprimă x~  în funcţie de x , D , L , v  şi c . 
 
Notă: Poziţia actuală este poziţia în sistemul de referinţă în care camera este în repaus. 
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4.3. Lungimea aparentă a barei 
Camera obscură formează o imagine în momentul în care centrul acesteia este într-un punct 0x . 
IV.3 Determină lungimea aparentă a barei pe această imagine în funcţie de mărimile date. 
IV.4 Decide care dintre comportamentele propuse descrie în realitate variaţia lungimii aparente a barei ca funcţie de 
timp . 
a Întâi creşte, atinge o valoare maximă, apoi descreşte 
b Întâi descreşte, atinge o valoare minimă, apoi creşte 
c Descreşte tot timpul 
d Creşte tot timpul 
 

4.4. O imagine simetrică 
Într-una dintre imaginile luate de camera obscură capetele barei se află la aceeaşi distanţă de diafragma camerei obscure.  
 
IV.5 Determină lungimea aparentă a barei în această imagine. 
IV.6 Determină poziţia actuală a mijlocului barei în momentul în care s-a obţinut această imagine. 
IV.7 Determină poziţia mijlocului barei în imagine. 

4.5. Imagini foarte timpurii şi foarte târzii.  
Camera obscură ia o imagine timpurie a barei atunci când aceasta este foarte departe şi se apropie, şi o altă imagine foarte 
târzie, atunci când bara este foarte departe şi se îndepărtează de cameră. Pe una dintre aceste imagini lungimea aparentă 
a barei este de m00,1  iar pe alta este de m00,3 . 
 
IV.8 Decide care dintre afirmaţiile de mai jos este corectă 
a. Lungimea aparentă este de m00,1 pe imaginea timpurie şi de m00,3 pe imaginea târzie. 
b. Lungimea aparentă este de m00,3 pe imaginea timpurie şi de m00,1 pe imaginea târzie. 
IV.9 Determină viteza v  de deplasare a barei. 
IV.10 Determină lungimea L  a barei în repaus. 
IV.11 Determină lungimea aparentă a barei în imaginea simetrică. 

4.6. Soluţie la „Relaţii de bază”.  
Imaginea apărută în camera obscură se datorează razelor de lumină care ajung în acelaşi moment şi nu razelor de lumină 
care pleacă  simultan. Din acest motiv apare diferenţa dintre imaginea aparentă a unui punct de pe bară şi poziţia actuală, la 
momentul în care se formează imaginea, a punctului de pe bară.  
Segmentul foarte scurt de pe bară, aflat în poziţia notată cu x~  apare pe imaginea din camera obscură dacă lumina 
provenită de la el a plecat înainte de momentul luării imaginii cu timpul T  având expresia  

c
xDT

22 ~+
=          (4.2) 

 

 
 

 

 
 
 

 

 
Figura IV. 2 
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În timpul necesar luminii să ajungă de la segmentul elementar la camera obscură, segmentul s-a deplasat pe distanţa Tv ⋅  
astfel că „poziţia actuală” a segmentului la momentul la care este luată imaginea sa este 

2222 ~~~~~ xDxxD
c
vxTvxx +⋅+=++=⋅+= β      (4.3)* 

Segmentul care se afla în poziţia x~  este apare pe imagine atunci când este în poziţia x . 
(Relaţia de mai sus reprezintă răspunsul la întrebarea IV.1) 
Prin ridicarea la pătrat a relaţiei de mai sus rezultă succesiv 
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Corespunzător, 
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Deoarece  
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din ultima relaţie din (4.5) rezultă 
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Deoarece segmentul se apropie de originea axei pe care se deplasează, selectarea firească a semnului în expresiile de mai 
sus, conduce la 

( )222~ xDxx ⋅+⋅−⋅= γβγγ        (4.8) * 

Segmentul a cărei imaginea apare în poziţia x~  se află în momentul formării imaginii în poziţia x . 
(Relaţia de mai sus reprezintă răspunsul la întrebarea IV.2) 

4.7. Soluţie la „Lungimea aparentă a barei” 
Deoarece bara se deplasează cu viteza v

r
 lungimea sa este – datorită contracţiei Lorentz -. γL . 

În momentul în care camera obscură formează imaginea barei având centrul în punctul 0x , capetele barei au respectiv 
poziţiile  

γ20
Lxxxfaţa +== +         (4.9) 

şi 

γ20
Lxxxspate −== −         (4.10) 

Imaginile capetelor ±x~  vor fi formate de camera obscură „ca şi cum” s-ar fi aflat în poziţiile 
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În relaţia de mai sus s-aţinut seama de expresiile poziţiilor capetelor barei şi de relaţia (4.8). 
Lungimea aparentă a barei, L~ , este diferenţa poziţiilor aparente ale capetelor adică 

( ) −+ −= xxxL ~~~
0          (4.12) 

Răspunsul la întrebarea (IV.3) este deci 
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Văzută ca funcţie de 0x  expresia polinomială de gradul 2 
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are un minim cu valoarea 2D pentru 

γ20
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Pentru valori ale variabilei 
γ2

, 00
Lxx −≥  funcţia 1F  este monoton crescătoare. 

Corespunzător, expresia 
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este monoton crescătoare până la 
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Pentru  
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Grafic, dependenţa ( )01 xE  are aspectul prezentat în Figura IV.3 
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Figura IV. 3 

Analog, văzută ca funcţie de 0x  expresia polinomială de gradul 2 
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are un minim cu valoarea 2D pentru 

γ20
Lx =          (4.21) 

Pentru valori ale variabilei 
γ2

, 00
Lxx ≥  funcţia 1F  este monoton crescătoare. 

Corespunzător, expresia 

22 FE γβ ⋅=           (4.22) 

este monoton descrescătoare până la 
γ20
Lx = , apoi monoton crescătoare şi are un minim în valoare de  
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Pentru  

γ20
Lx −=           (4.24) 

22
02 2

LDLxE +⋅=







−= γβ

γ
       (4.25) 

Grafic, dependenţa ( )02 xE  are aspectul prezentat în Figura IV.3 
Expresia  
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este monoton descrescătoare – aşa cum se vede în imaginea din Figura IV.3 
Ultima relaţie din ansamblul de mai sus se poate scrie şi sub forma 
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Pentru valori negative ale variabilei 0x , expresia de mai sus se scrie 
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Evident, dacă 0x  evoluează monoton crescător între ∞−  şi 0 , 00 <<∞− x  expresia din (4.28) evoluează de asemenea 
monoton dar descrescător între  
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şi 

( ) 00 =−E          (4.30) 

Pentru valori pozitive ale variabilei 0x , expresia (4.27) se scrie 
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Evident, dacă 0x  evoluează monoton crescător între 0  şi ∞  ∞<< 00 x  expresia din (4.31) evoluează de asemenea 
monoton dar descrescător între  

( ) 00 =+E          (4.32) 

şi 

( ) LE ⋅⋅−=∞+ βγ         (4.33) 

Studiul analitic al lungimii aparente  

( ) ELxL +⋅= γ0
~          (4.34) 

arată – de asemenea – că aceasta evoluează monoton descrescător atunci când 0x  creşte. 
Prin urmare, răspunsul corect la întrebarea IV.4. este c. Lungimea aparentă a barei descreşte tot timpul 
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4.8. Soluţie la „O imagine simetrică”. 
Dacă în imaginea luată de camera obscură capetele barei se află la aceeaşi distanţă de diafragma camerei obscure, 
înseamnă că lumina provenită de la ambele capete ale barei parcurge drumuri egale pentru a ajunge în intervale de timp 
egale la diafragma camerei obscure. Lumina care formează imaginea a plecat simultan din capetele barei. Lungimea 

aparentă a barei este în aceste condiţii lungimea barei în mişcare – adică 
γ
L . 

Răspunsul la întrebarea IV.5  referitoare la lungimea aparentă a barei care apare în imaginea simetrică este deci 

γ
LLsimetric =

~          (4.35) * 

Imaginile capetelor sunt – conform enunţului – simetrice. Aceasta revine la 

−+ −= xx ~~          (4.36) 

adică 
0~~ =+ −+ xx  

Ţinând seama de (4.11) relaţia de mai sus devine 
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Scriind şi lungimea aparentă a barei pentru situaţia analizată 
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şi adunând relaţiile de mai sus rezultă 

( )


















⋅
+

⋅
=

⋅
−

+
⋅

=





 +⋅+







 +⋅+=

⋅

−⋅+⋅







 +⋅+⋅−⋅+⋅=

22
1

2

22

2

2
22

0
2

2
0

2

0
2

2

0
2

0
2

2

0
2

0
2

β
β
γ

γβ
γ

β
γγ

γ
γβ

γ
γγ

γγβγγ
γ

LxLxLxD

LxD

LLx

LxDLxL

   (4.39) 

Prin urmare  
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Scăzând (4.37) din (4.38) rezultă 

22
0

2

0
2 β

β
γ

γ ⋅
−

⋅
=






 −⋅+

LxLxD       (4.41) 

Din oricare dintre ultimele două relaţii se poate extrage valoarea poziţiei mijlocului barei. 
Din (4.40) rezultă succesiv 
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şi deci 
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Relaţia (4.43) reprezintă răspunsul la întrebarea IV.6. 
O alternativă a metodei de determinare a poziţiei centrului barei, pleacă de la ipoteza „capetelor dispuse simetric”, (relaţia 
(4.37)), scrisă sub forma  
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din care rezultă succesiv prin două ridicări la pătrat şi alte prelucrări algebrice 
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Din ultima relaţie se poate regăsi relaţia (4.43). 
 
Poziţia mijlocului barei în imagine poate fi determinată folosind relaţia dintre poziţiile aparentă şi actuală (4.8) 
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Expresia poziţiei mijlocului barei în imagine este 
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~ βγγβγ LDLDx     (4.47) 

Capătul din faţă al barei are imaginea la +x~ . Distanţa dintre imaginea capătului şi imaginea centrului este  

( ) ( )



















 ⋅

+⋅−





+⋅⋅−=−=−= +

2
2

2
2

00 222
~

2
~~ βγγβγ

γγ
LDLDLxLxxl  (4.48) * 

(Expresia de mai sus reprezintă răspunsul la întrebarea IV.7) 
 



 

Proba de baraj – Problema IV – Soluţie   Pagina 9 din 10 

4.9. Soluţie pentru „Imagini foarte timpurii şi foarte târzii”.  
Relaţiile (4.29) şi (4.34) permit să se scrie pentru lungimea aparentă a barei în imaginea „foarte timpurie” expresia 

( )

( )





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


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



−
+

=

−

+
=+⋅⋅=

⋅⋅+⋅=+⋅=−∞→= −

β
β

β

ββγ

βγγγ

1
1~

1
11~

~~

2

0

LL

LLL

LLELxLL

timpurie

timpurie

timpurie

     (4.49) 

Analog, relaţiile (4.33) şi (4.34) permit să se scrie pentru lungimea aparentă a barei în imaginea „foarte târzie” expresia 

( )

( )




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+
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β
β

β

ββγ
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1
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1
11~

~~

2

0

LL
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     (4.50) 

Deoarece – evident –  

β
β

β
β

+
−

=>
−
+

=
1
1~

1
1~ LLLL târzietimpurie       (4.51) 

Se poate deci afirma că răspunsul corect la întrebarea IV.8 este b. Lungimea aparentă este de m00,3  pe imaginea 
timpurie şi de m00,1  pe imaginea târzie. 
Raportul lungimilor imaginilor timpurie şi târzie este  

1
3

1
1

1
1
1
1

~
~

=
−
+

=

+
−

−
+

=
β
β

β
β
β
β

L

L

L
L

târzie

timpurie .       (4.52) 

Din această relaţie rezultă 







=

−=+

2
1

331

β

ββ
         (4.53) 

În consecinţă 

2
cv =           (4.54) 

(Relaţia (4.54) reprezintă răspunsul la întrebarea IV.9) 
Din expresia lungimii imaginii timpurii rezultă – ţinând seama de viteza barei  

3
211
211~3 LLLm timpurie =

−
+

==        (4.55) 

Prin urmare 

mmL 73,13 ≅=         (4.56) 

(Valoarea de mai sus reprezintă răspunsul la întrebarea IV.10) 
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Deoarece valoarea parametrului γ  corespunzătoare valorii 
2
1

=β  este 

3
2

4
11

1
1

1
2

=
−

=
−

=
β

γ        (4.57) 

lungimea aparentă a imaginii simetrice este – conform relaţiei  











==⋅=

==

mmmL

LLL

50,1
2
3

2
33~

2
3~

γ        (4.58) 

(Valoarea lungimii aparente a imaginii simetrice din relaţia (4.58) este răspunsul la întrebarea IV.11) 
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