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I. Barem Problemal. (4. + 8. +(C.) 10 puncte
IA. Aruncare pe oblicd 3 puncte

Pentru ca piatra sa se indeparteze tot timpul de locul de lansare este necesar ca, in
orice moment de timp ulterior lansarii (t > 0), viteza radiala v, sa fie pozitiva, adica
produsul scalar dintre vectorul de pozitie al pietrei I si viteza sa instantanee V (tan-
genta la traiectorie) S fie POZITIV. .....cccveiveiiiiie e 0,25p

Exprimatd matematic, aceasta conditie are forma (\70t + (G/ 2),[2). (\70 + (jt) > 0. Facand
produsul celor doud binoame si impartind apoi, in ambele parti ale inecuatiei, prin

. i 1
Vogtzlx/i, gasim Voy2 B P
gt veW2 V2
Cu notatia VO\/E = A, obtinem inecuatia A + 1 > 3sing ,care limiteaza valorile posi-
gt AT V2

bile ale luisinain felul urmitor: SiNa < (V2/3)[A+1/ Al (%)-eororreereeeeeeeveeeeecccesisssssinn 1p

Paranteza dreapta din membrul drept al acestei inegalitati poate fi scrisa sub forma
[A+1/ Al= (VA —1/+/A)? +25i, dupi cum se constati usor, avem de-a face cu o can-
titate pozitiva a carei valoare minima €St 2 . ......ceeverrveerieiiiiieriesieesee e siee e 0,50 p

Inegalitatea (*) poate fi satisfacuta numai atunci cand Sina este mai mic decat cea
mai mica valoare a parantezei drepte, adica pentru sina < (2/ 3)\/5 ~0,9428, sau
pentru @ < arcsin(0,9428) ~1,2317ad = 70,53 wooroooooioooceeeeeeeoeeeeeeeeeeeeeeee e 025p
LB. Saltul peste prismd 3 puncte

Enuntul cere sa se poatd petrece ceea ce se arata in desenul aldturat. ...................... 0,25p

Fatd de normala de la contactul
cu muchia prismei, unghiul de
incidenta al bilei este (90° — ).
In consecintd, putem spune ci bila
este lansatd cu unghiul 2« (este
necesar ca o < 45°) fata de orizon-
tala ) §l- are bataia 0,75 p
0=/ g)SiN(4a) . .ccccovvvirinnn,

Pentru ca bila sa revinad pe masa,
dincolo de prisma, este necesar (dar nu si suficient) ca ¢ > L.

Pentru situatia limita, cu ¢ =L , gasim: V; =4/ gL/sin(4a). () o 0.25p

Conform desenului H = (L/2)-tga . Fie h indltimea traiectoriei. Pentru a trece peste
varful prismei este necesar ca h>H , unde h=(v2/29)siN*(2c). .ooovvvecvvvvccerrrere. 0,75p

Cu viteza Vv, ce asigurd cel putin bataia L avem h=(L/4)-19(2¢) si, gasim usor ca

=

Orice rezolvare corecta ce ajunge la rezultatul corect va primi punctajul maxim pe itemul respectiv.

2. Orice rezolvare corectd, dar care nu ajunge la rezultatul final, va fi punctatd corespunzétor, proportional cu
continutul de idei prezent in partea cuprinsa in lucrare din totalul celor ce ar fi trebuit aplicate pentru a ajun-

ge la rezultat, prin metoda aleasa de elev.
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H/h=1-tg°a=1-(2H/L)* <1. Conditia h> H este indeplinita. ..........c.oooo.rrerrvre..e. 0,50 p
Tn particular, cand & =30°, obtinem Vv, = w/2gL/\/§ L0700 0,50 p
LC. O semisferd fixd 3 puncte
Traiectoria bilei este o parabold care este tangenta intr-un punct (A) la semisfera.
........................................................................................................................................... 025p
Fie 7 timpul scurs din momentul lansarii bilei din punctul P pana in momentul trece-
rii ei, pe directie tangenta, prin punctul A, localizat prin unghiul ¢ (vezi figura!).
Componenta Vv, CoS¢p este egald cu
viteza de lansare Vv,. Putem scrie P,
Rsing=7-Vv,Cosg, respectiv 0,50 p
VASIN@P =0T e,
De aici, eliminandu-l pe 7, obtinem
Vv, =+/gR/cos ¢ si apoi
7=58INY-JR/(JCOSP) . cevvvrrrerrerrrrann. 030p
Conform legii conservarii energiei
mecanice, energia totala din A si B trebuie sa  fie aceeasi. Putem scrie
(m/2)v5 +mgRcose = (M/2)V5 si de aici, tinand cont si de expresia lui Vv, , rezulta
V4 = 2QR(COS P +1/ 2COS0) . vevrvvrirrireireerieiesssesies s 1p
Paranteza  rotundd de  aici se  poate scrie si  sub  forma
(cosp+1/2cos @) = (\/ cosp —1/ \/ 2c0s (p)2 ++/2. Ea este minima atunci cand patratul
perfect se anuleaza, adica pentru cosg =1/ V2, sau P=85% e, 0,50 p
Astiel vy o =1 (2V2)GR R LEBGR - covevrrrrrrrrvrvveeseessssssnissssssssssssssssssssssesssssens 0.25p
Din oficiu —Problema | 1 punct
Problema Il. (4.+B.) 10 puncte
I1. A. Ciocnire pe ipotenuza unei prisme 5 puncte
a.) Fie Vv, viteza initiala (anterioard ciocnirii) a bilei. Suportul sdu este orizontal. La
contactul instantaneu al bilei cu ipotenuza perfect neteda, pe aceasta directie ea nu va
intdmpina nici-o impotrivire si, de aceea, pe directia ipotenuzei bila se va deplasa cu 0.50
VItEZA V), = Vi COSQ . oo 20 P
Dupa ciocnire, cealaltd componenta a vitezei bilei,
notatd cul, este strict perpendiculara pe ipotenuza (vezi
figura!). ............................................................................ 0,25 p
Asadar, dupd ciocnire, viteza bilei fatd de masa este
V=V, +U. Asa cum aratd desenul componenta pe ipo-
0,50 p

tenuza a vitezei V are modulul VyCOS @ . .......ccoovveiiiiiiiiiiic i

=

Orice rezolvare corecta ce ajunge la rezultatul corect va primi punctajul maxim pe itemul respectiv.
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Notam cu U viteza prismei fatd de masa neteda orizontala pe care se afla. Legea con-

servarii energiei la ciocnirea perfect elasticA ce s-a produs are forma

MV2 = MU? + MV = MU? + M(U? + V3 C0S? @) . cevrvrmrerreninneiseeeesnsisssnsssssesssssssasessssnens 1p
Proiectatd pe directie orizontald, legea conservarii impulsului se exprima sub forma

mv, = MU +m(V, cosa)cos @ —musina = MU +m(V, cos* @ —USiN@). .....ccoouvvevvevveeeeeen 1p
Pentru necunoscutele U si U obtinem expresiile:

U = (M/M)(2V,sin? a)[L+ (M/M)SINZ @™, oo 025p
respectiv

u= (Fz/osin a)[L—(Mm/M)sin® a][L+(M/M)SIN* ] eerriiiiieece e 0.25p
Dupa cadere, bila revine in acelasi loc de pe ipotenuza daca viteza ei fati de prisma,

pe directie  orizontala, este egala cu zero, adicd atunci cand

(v,cosa)cosa —usina —U =0. Avand n vedere expresiile de mai sus ale lui U si u,

in final obtinem M/ M = CIY A —1. c.ovevoveeeeeeeieee e 0,75p
b.) Candm/M <1, rezultia > arctg (1/\/5), sau « >35,26°. Pentru unghiuri mai

mici decat acesta, Th cazul m< M, a doua ciocnire de pe ipotenuza nu se poate produce

n acelasi loc. Pe de alta parte din conditia m/M >0 rezulti o <45° . Problema are

SENS PENLIU @ € (35,26° +45%) ..ottt 0,50

IL.B. Un cubulet ... in migcare 4 puncte
Fie F forta cu care se actioneaza longitudinal la capatul liber al resortului din partea

dreapta. Fie « unghiul dintre suportul fortei si orizontald. Legea de miscare (legea II-a

Newton) a cubuletului are forma ma=F cosa — x(Mg —FSINQ) ...ccoovvvivieiciiens 0,75p
Cerand ca a >0 obtinem inegalitatea F > ¢mg/(COSax + pSINQ) . c.oovvvvvceicviiien, 0.25p
Tn locul coeficientului de frecare 4, putem introduce asa - numitul unghi de frecare,

definit prin relatia @ = arctgu . Acum putem scrie F > mgsin@/cos(e—-6)=F;, .... 0,75p
Se observa ca cea mai mica valoare a fortei F;, corespunde valorii +1 a cosinusului

de la numitor, ceea ce inseamna «o =6 =arctgu. Desigur, putem scrie

sin@ =190 /\1+19°0 = u/\[1+ 1* . Astfel, cea mai micd valoare a fortei care face

posibild miscarea cubuletului este F.. = mg/+/1+ 4* iar suportul ei face cu orizonta-

laUNGRIUl @ =@ =AFCLY L2 . .o 0,50 p
Mai departe putem scrie F, =K, -Al, =k, -Al, si de aici, tindnd cont de rezultatul

stabilit anterior, avem alungirile A¢, = zimg/(K/1+ 1)si AL, = umg/(KyA[1+ %) ..... 050p
Lucrul mecanic minim este dat de formula

Loin = AE oy + AE o2y = A/ 2)IKALT +KpALS ] e 1p
in final obtinem L, = [(K -+ K,)(2M@)Z1/[2kK, (L+ 220 vrereererseesosersssessseseee 0.25p

Din oficiu —Problema 11 1 punct

1. Orice rezolvare corectd ce ajunge la rezultatul corect va primi punctajul maxim pe itemul respectiv.
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Problema lll. (4. +@®.) 10 puncte
IIT A. Dinamicd cu frecare 5 puncte
Legea de miscare are forma ma=m(Av/At) = kv’ unde K este o constanta pozitiva.
De aici rezultd Av/v? =—(K/mM)At, unde Av=V(t +At) — V(L) . coeerrrrereerererereereereeeae p
In mod similar, pentru inversul  vitezei putem  scrie  succesiv
AQIV) = @IV gy — A V) g = (V) = V(E+ A )/ (V(E+ AL - V(t)) = —AV/ VA (L) . o 1p
Ecuatia de miscare devine —A(l/v)=—(k/m)At=-A(kt/m) sau, echivalent,
A@/v—Kk-t/m)=0, ceea ce inseamnd 1/V—K-t/M=CONSt. ........cccevrvrerriviiiririenns lp
Desigur, aceastd constanta este 1/V, (inversul vitezei de la momentul initial t=0).
Asadar, avem dependenta generald 1/vV =1/Vy+ K-t/ M. .o 0,75p
De aici, cu ajutorul informatiei din enunt obtinem imediat legatura T =m/kv,, sau 075 p
INVEIS Vi = M/ KT+ oottt '
Cautdam acum momentul t, in care v=V,/4. Obtinem t, =3m/kv, =3-T. ................. 0,50 p
II1.B. Un satelit geostationar 4 puncte
Perioada rotatiei satelitului geostationar este T =27 -r/v=240re, unde r este raza
traiectoriei sale (fatd de central Pamantului) iar Vv este viteza sa pe orbita de raza r. De
VT BT A o L SRS 0,75p
Miscarea satelitului este acceleratd, cu acceleratia centripetd a=Vv>/r =47°r/T?...... 0,50 p
Pe de alta parte, pentru acceleratie putem scrie expresia newtoniana
a=F/m=GM/r? (aici, M este masa PAMANtUIUL). .......ccceceverererererererererereee e, 0,75p
Din cele doud relatii deducem ci = (GMT2/47°) "3 oo 0,50 p
Avand in vedere ci la suprafata Pamantului putem scrie egalitatea mg=GmM/R?,
rezultd caGM = gR?si astfel = (R’ T2/47%) % oo 0,50 p
Cu g~10m/s®siR~6400km, obtinemr ~42626km, o valoare de 6,66 ori mai
MArE ECAL R . ..oiiiiiiiiei e 0,50 p
a.) AcUM =T —Ra36226 KM. .....coiiieiee e 0,25 p
b.) Acceleratia satelitului estea = g(R/1)? 2 0,23M/S%. .......cocovvrrrrrrrersrereeerieeeereeneens 0,25 p
Din oficiu —Problema I11 1 punct
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