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Subiectul I:rezolvare si barem
Solutie A: (4p)
al. (1p) Legea a II a lui Kirchhoff pentru ochiul format, in marimi momentane, are forma:
—L% =%q sau § + wiq = 0.
Solutia generala a acestei ecuatii este:
q(t) = qo sin(wet + @o).
La momentul initial sarcina electricd de pe armaturi este maxima, q(0) = q, astfel ca ¢, = g si solutia
scrisd anterior devine:
q(8) = qo cos (7=t). (0.5p)

Intensitatea curentului din circuit se obtine din legea de variatie a sarcinii electrice:

iar de aici ajungem la:
i(t) = —qowg sin(wgt).
Solutia finala va fi:
i(£) = ~qo 7z sin (y7zt)- (0.5)
a2. (1p) Intensitatea campului electric dintre armaturile condensatorului va fi:

E(t) = zu(®),

sau E(t) = E,qx COS ( ) (0,25p), unde E,qx = {15‘70'
iar densitatea volumica de energie electrica:
we(t) =222, unde W, = = g2(t).
In final

We(t) = S_OEgnax COSZ(th)

w,(t) = o5 COS ( ) (0,25p)

Inductia campului magnetic produs la trecerea curentului prin bobina are expresia
N .
B(t) = ==i(1), (0,25p)
UoN
sau B(t) = —By,qx sSin(wpt), unde By, = OTqu)O,
iar densitatea volumica de energie magnetica:

Wi (8) = 22 unde Wy, (1) = £i2(0).

In final

(£) = —— B2, sin?(wot)
Wm 2!,[ max Sin (1)0

0
wy,(t) = o5 Sin ( ) (0,25p)
a3. (2p) Legea a Il a lui Klrchhoff pentru ochiul format, in marimi q
momentane, are forma:
i 1 : .. . R . do.
—LE=Eq+RLsauq+aq+bq=0, undeazz, iar
b=w3= i.Solu‘gia finala, conform indicatiilor este =] ;
—it 1

q(t) = qoe 2L cos(wt),unde w = == ( ) (1p) —qo
Reprezentarea grafica ceruta este prezentata in figura alaturata. (1p) AT 2T 3T 4T 5T 6T 7T
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Solutie B: (3p)
b1l. (1p) Initial, cand intrerupatorul K este inchis, bobina scurcircuiteaza atat sursa cat si condensatorul.
Intensitatea curentului care parcurge bobina este data de relatia :

E
Iy = 7 = Imax (0,2p)
Dupa deschiderea intrerupatorului are loc incarcarea condensatorului (transfer energetic de la bobind la
condensator), respectiv in circuitul LC apar oscilatii electromagnetice libere cu pulsatia w = \/%_c (0,2p)
Legea conservarii energiei:
LE? Li* Cu? CU,%mx

WMo=gz=7t2 = O

Unax = g\/g (O,lp)

Expresia matematica a tensiunii electrice de la bornele condensatorului C, in functie de timp:

conduce la :

U = Upgy Sinwt = g\f sm( ) (0,3p)

b2. (2p) La momentul t'" = nT + T /4, condensatorul este incarcat la maximum, iar curentul din circuit
este nul, u = Upgy sii = 0. (0,3p)
Dublarea distantei dintre armaturi duce la scaderea capacitatii C' = g (0,2p)

La departarea armaturilor sarcina electricd de pe armaturi nu se modifica, iar lucrul mecanic efectuat
pentru departarea armaturilor duce in final la cresterea tensiunii de la bornele condensatorului:

. Gmax = CUmax = C'U'nax = U'max = 2Umax (0,3p)
In timpul noilor oscilatii energia se conserva:

1 17712 1 2
EC Uthax = ELI max (0,3p)

o e . . E

Valoarea maxima a intensitatii curentului electric I'y,,, = V2= (0,2p)
T

Pulsatia noilor oscilatii electromagnetice va fi: @' = /% (0,3p)

Lamomentul t =t', i’ = 0.Pentru t > t' intensitatea curentului electric din circuitul LC are forma:
i =10 SinW'(t—t') = \/Eg sin (\/% (t— t’)) (0,4p).

Solutie C: (3p)
cl. (1p) In circuit apar oscilatii electromagnetice libere si in consecinta

M/e,max = Wm,max- (0125p)
Avand 1n vedere ca

=%
Wemax = 2 (0,25p)
L H
Winmax = - Irznax

Rezultd I,,,, = \/% (0,25p), valoarea care, conform ecuatiei i(t) = Lyqy Sin(wgt), Se atinge la
1

t =7 ="2./L,C (0,25p).
c2. (2p) Aplicand legile lui Kirchhoff obtinem:
h=ic+i; ()
di; 1
—ng=—q (2)  (0,3p).
1,4 1,2 "“2 =0 (3)

Din ecuatia (3) rezulta ca
d_iz _ Ll dll ( )
dt Ly dt
iar din (1) si (4)
dic _ Li+Lp diy ©)
dc L, dt \7
Ecuatiile (5) si (2) conduc la
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Lily dic _ q
Ll at C
Solutia acestei ecuatii este:

. 1 1
C[(t) = Qmax Sln(wlt + ‘Po), (0,7p) unde w% = CLT = C_Le.
L1+Lp

In momentul inchiderii intrerupatorului, considerat mai departe t = 0, condensatorul era complet des-
carcat, iar curentul prin condensatorul C avea intensitate maxima.
Deoarece q(0) = 0, rezultd cd ¢, = 0, respectiv q(t) = qmax Sin(w,t).
Intensitatea curentului prin condensator este
ic(t) = W1qmax cos(w;t) (6).
Folosindu-ne de ec. (6) obtinem pentru momentul t = 0
Icmax = W1qmax (0,5p)
Avand in vedere rezultatul de la subpunctul c1, din conditia I¢ ;a0 = Inay, rezulta ca:
Woqo = W1qmax

de unde

La
iz, (0°P)
Observatie: la acelasi rezultat se poate ajunge presupundnd ca la inchiderea celui de-al doilea intreru-
pator se formeaza un nou circuit oscilat compus din condensator si o bobina echivalenta cu 0 grupare
in paralel a bobinelor cu inductantele LSt L.

Qmax = o

Subiectul I1: rezolvare si barem

Rezolvare

a) 3,00 puncte

1) 1,25 puncte

In acord cu notatiile din figura 3, relatiile dintre coordonatele de pozitie ale unui punct material
P, raportate la cele doud sisteme de referintd inertiale, R si respectiv R', reprezentate de transformarile

Lorentz speciale, sunt:

z 1
R
F
O FU Y'\ >
Y
X
Fig. 3
t—-—y
— 2
X,=X;y,= y Ut ’Zf—z’tf— C
u? u?
- -2
c c

La momentul t, coordonatele de pozitie ale extremitatilor A si B ale tijei, in raport cu sistemul
de referinta inertial R, sunt:
A: X, =0, yo=0; z, =h-vt;
B: X =0; y5=0; z; =h+L-vt,
unde h este distanta initiald dintre capatul A al tijei si solul orizontal.
In acelasi moment, coordonatele acelorasi doud extremitati, in raport cu sietemul inertial R,
sunt:
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A:xA=o;y;::yA_Ut: O-ut __—ut ;2 =h-ut;
u? u? u?
e Ve e
B: X' =0: y', = yB—ut= O-ut  —ut

- == 2;z'B:L+h—ut.
\/1—”2 \/1— 4 \/1—“2
C C C

In aceste conditii, deoarece momentului t din sistemul R ii corespunde momentul t' din sistemul
R', avand in vedere ca:

VO
2
t=——; v, =u,
2
Vo
2
c
pentru coordonatele capetelor A si B ale tijei, in raport cu sistemul R', la momentul t', rezulta:
LU
o C e __t-0 __t .
2 2 2’
u u u
c C c
2
u
t = tl 1— —2,
C

— 2
AZWA=0;YAz——Eg;:—mtTA:h—vt:h—vFJl—%?;
1—
-yt ! —ut - ' u2
B: Xg=0; yg=———=-Ut;Zg=L+h-vt=L+h-vt 1—0—2.
u
1-—

CZ

Ca urmare, lungimea tijei, apreciatd de observatorul din sistemul R', este:

L'= \/(X'B_X'A )2 + (y'B_yIA )2 + (Z'B_ZIA )2 =L,
adica lungimea tijei este aceeasi in raport cu ambele sisteme de referinta.
2) 1,25 puncte

Cunoscand coordonatele de pozitie ale capetelor mobile, A si B ale tijei, la momentul t', calcu-
lam componentele vitezelor celor doua capete in raport cu sistemul R':

dy' , ~dz , u?.
ar ~ Var T T Ve =V I
dy' , dz' , u?

T T N

VA= \/(VIA,Y)Z + (V'A,Z‘)Z = \/Uz + Vi u'v?,
Vig= \/(V'B,Y)z +(V'B,Z‘)2 = \/uz +Vi- wv :

Vy=Vg=V

o‘c

astfel incat, rezulta:

1 .
tija ?
1

v
tang = —2
\Y

Y —u _ u
1 - 2 - > ’
z u u
a —le—Ag VJl_‘?
c C
ceea ce presupune cd, in raport cu observatorul din sistemul mobil, R', asa cum indica desenul din figura
4, tija nu coboara pe verticald, ci pe o directie care formeaza cu verticala unghiul ¢.
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Caz particular
0,50 puncte

u
V<<C; U<<C;tangp=—.
\

Zl

Observator mobil

Fig. 4

b) 3,00 puncte
1) 1,25 puncte
In sistemul de referintd R, pentru observatorul O, contactele capetelor A si B cu solul, sunt doua
evenimente simultane, care se produc la acelasi moment, t.
Ca urmare, coordonatele capetelor A si B, In momentul atingerii solului, in sistemul R, sunt:
A X, =0; yo=0;2, =0;t, =t;
B: x; =0; yg=L,; z; =0; tg =t.
In acelasi moment, coordonatele acelorasi doua extremititi, in raport cu sistemul inertial R', in
acord cu transformarile Lorentz speciale, sunt:

—ut - -
A: XIA:O; yIA: Y U2 = 0 Ut2 = Utz ; ZIA:O;
u u u
\/1_cz \/1_c:2 \/1_02
-y
t'A: " CZ ’ = tA = ¢ )
u’ u? u’
\/1_02 \/1_(:2 Jl‘cz
] 1 Ut L—Ut '
B: Xg=0; Y= Yo = = =, 25 =0,
u u
\/1_cz J ra
u u u
tB——ZyB tB—sz t—7
= ——2—=—1L _=_C <t

2 2 2
u u u
LLE

astfel incat, pentru observatorul O' din sistemul R', contactele capetelor A si B ale tijei cu solul nu sunt
doud evenimente simultane, intervalul de timp dintre cele doud contacte (atingeri) fiind:

u
2

L

(@]
ey



Page 6 of 11

Rezulta:

u :;; u=0196-c.

2
l+( L j
\ T'C
2) 1,25 puncte

Distanta dintre punctele de pe sol, unde capetele A si B ale tijei ating solul orizontal, in raport
cu observatorul din sistemul R', este:

L-ut —ut _ L . p-153m,

D=yB_yA= UZ_ 2 2
1—(:—2 1—0—2 1—0—2

Caz particular:
0,50 puncte

V<<C,u<<c,D=L.

c) 4,00 puncte
Pentru observatorul O' din sistemul R', capatul B al tijei ajunge la sol inaintea capatului A al

tijei (t'y<t',), asa cum indica desenul din figura 5, atunci cand unghiul dintre tija si solul orizontal este
0.

. r . r
A(Ov Y AB-sol 2 A.B—su])

i Observator mobil

{

Fig. 5

Coborand de la indltimea h, coordonatele capetelor A si B ale tijei, in raport cu observatorul O
din sistemul R, intr-un moment oarecare, t, inainte de atingerea solului, sunt:
A x,=0; y,=0;z, =h—-vt; t, =t;
B: x5 =0; yg=L; zg =h-vt; t; =t.
Contactul capatului A cu solul, ca si contactul capatului B cu solul, pentru observatorul O din
sistemul R, se realizeaza atunci cand:
z,=0;h-vt, , =0;
z, =0; h—vt, , =0,
la momentul:
h
tA—sol - tB—sol - V
Pentru observatorul O' din sistemul R' cele doua capete ale tijei nu ajung simultan pe sol. Primul
ajunge pe sol capatul B, la momentul:

tB—soI T yB ;_F L
tB—soI: 2 = U2
-9 -4

c? c?

[n acest moment, t's,,,, pentru observatorul O' din sistemul R', capatul A al tijei inca n-a ajuns
la sol, coordonatele sale, in acord cu transformarile Lorentz speciale, fiind:



X'A,B—sol =0;

. Y A B=sol _UtA,B—sol .

1
y A,B-sol ’

tA,B—sol :tB—soI =

yA B-sol — 01
deoarece capatul A al tijei este obligat sd alunece pe axa OZ;

h
_ui

B l'“:B—sol — \

yA,B—soI: u2 u2 .
1—55 1—57
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Daca pentru observatorul O din sistemul R, contactul cu solul al capatului B se realizeaza la
momentul t; ., = h/v, pentru observatorul O' din sistemul R', contactul capatului B cu solul se produce

la momentul t'
ajunge la sol, la momentul t', ,>t'; .

B-sol !

atunci cand capatul A al tijei, pentru observatorul O', inca n-a ajuns la sol. El va

Pentru observatorul O' din sistemul R', lamomentul t'; _,, adicd atunci cand capatul B a ajuns

la sol, pentru capatul A este momentul:

tlAB—soI = tlB—sol ;
u
tA,B—soI _C7 yAB—soI
t A,B-sol = 2 ’
1 u
T2
C
yAB—soI = 0;
t — tA B-sol — tA—sol — tB—sol .
A,B-sol > 2 2’
u u u
1-=  Ji-— 11—
C C C
tl _ tB—SO'
A B-sol — 2!
1 u
T2
C

2

tAB—soI = tB—soI =t AB-sol” 1_C_2'

astfel Incat:

U h
, — Uty Ty : .
y AB-sol — 2 szl = 2 =—ut A,B-sol !
\/1_u Jl_u
c? c?

z A B-sol = ZA,B—soI’

deoarece capatul A al tijei, in timpul caderii acesteia, ramane pe axa OY, astfel incat y,

z, =h—-vt;
h o u?,
Zpg-sol = _Vt/-\B—soI =h-vt AB-sol’ 1—0—21
1 h h 1 u2 .
z AB-sol — VtAB sol — -V tA,B sol 1__2’

0;



Page 8 of 11

h u
tB—sol - c2 Ye ;_CTL
tB—sol= > = >
-4 u
- -
c c
h u L
! v & .
tB—soI: > :tA,B,sop
u
1_7
C
y'A,B—soI = _Ut'A,stm ;
h u
! _ vV C .
yA,B—soI =-u —2,
u
Ve
C
2
! 1 u .
ZA,B*SOIZh_V'tAB,Sm' 1—0—2,
\ h u
ZABsoI:h_V'(V_C—ZL ;
' uv .
z AB-sol — C_2 I—,
h u
i_TL
! - V C .
yA,B—soI =-u —2,
u
_C7
h u
Vs uv
! N 1 _ Vv C . . _
XA,B—soI_O’ yA,B—soI__U > ZAB—50|_C_2L’
1-2
CZ

reprezentand coordonatele capatului A al tijei, In momentul cand capdtul B atinge solul, asa cum apar
ele pentru observatorul O' din sistemul R'.

Coordonatele capatului B al tijei, in momentul atingerii solului, asa cum apar ele pentru obser-
vatorul O' din sistemul R', sunt:

XIB—soI = 0’
1 _ YB-sol _UtB—soI _ L- utB—sol -t _ D
y B-sol — > - 5 ! B-sol —
\Y
u u
-2 1-2
C C
u
L-——h
' _ A
y B-sol 2!
u
1--%
C
Z'B—sol = 0
In aceste conditii, rezulta:
' ZIB—sol

tan 0I= Z A,B—SO|_ .
y'B—soI_y|A,B—sol

faNd'=———. . 3,50 puncte

Caz particular:
0,50 puncte
V<<C; U<<C; tan@'=0; 6'=0.



Subiectul 111: rezolvare si barem

A) Asupra particulei actioneaza forta Lorentz
mad = qi¥xB

([ dv,

1 punct
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Dupa axa Oz particula se deplaseaza uniform cu viteza v,,. Din conditiile initiale se obtine z = v,,t.

Derivand ecuatiile de miscare pe directiile Ox si Oy in raport cu timpul se obtine:
d?v, q*B*

dt? mz

2
d*v, q*B*
de2 m2 Uy
Cele doua ecuatii admit solutii de forma:
v, = Vesin(wt + @, ) respectiv
vy = V, sin(wt + @g,,).
Din conditiile initiale rezulta legile vitezelor:
{vx = VyySinwt

vy = VgyCOSWE
UZB: Voz
Unde w =&
m

1 punct

Integrand legile vitezelor si utilizdnd conditiile initiale se obtin legile de miscare
(. _ Yoy Yoy
J X =———=coswt

) )

170y .

= —sinwt
|2

zZ = vOZt

....................................... 1 punct

Ridicand la patrat si adunind cele doua relatii se obtine relatia:
2

Yoy, 2 _ Yoy

x-—2) " +y"=—%

w2

Voy

. . . 1%
Aceasta este ecuatia unui cerc cu centrul de coordonate x = —*, y = 0 si cu raza % :

Traiectoria particulei este o elicoida cu axa de simetrie paralela cu axa Oz, in planul xOz care intersec-

< A <« Vo
teazd axa Ox in punctul de coordonatd —>
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B)
md = q(E + 9xB)

....................................... 1 punct
Dupa axa Oz particula se deplaseaza ca in cazul anterior:
Z = vy,t.
Procedand ca la punctul anterior se obtine:
d?v, q*B*
dt2  m?2
d’v,  ¢°B
Atz m?2
Cu schimbarea de variabila:
Uy = Vyx
Uy =0y +§ obtinem:
d?u, q*B?
ez~ m? *
dzﬂ _ q%B? u
dt2 m2 Y

Solutiile acestui sistem de ecuatii sunt de forma:
u, = Uysin(wt + @)
u, = Uy sin(wt + @o,)

Din conditiile initiale:

( ( + E ) Mot
v = (v — | sinw
X oy B
E E
Lvy = (voy + E) coswt — B
Uz = Voz
....................................... 1 punct
Integrand primele doua ecuatii si utilizand conditiile initiale obtinem:
( E E
voy + 5 voy + 5
= B_ B oswt
)
X E
voy + E . E
= ——=sinwt — =t
w B
\ Z = vy, t
....................................... 1 punct
Din cele doua relatii se obtine ecuatia proiectiei traiectoriei in planul xOy:
E\’ E\’®
Yoy t B +( +Et)2 Yoy T B
X —— —t)] =| ——
w Y B )

E
. . Voyto ... n
Aceasta este ecuatia unui cerc cu raza ” B care are centrul, la momentul initial, in punctul de coordo-

E
Voy+m . . . . . . .
nate (—2, 0,0) . Centrul cercului se deplaseaza uniform cu viteza v,, de-a lungul axei 0z, si cu viteza
) P 0z >

E, . . : . Lo o
- in sens invers axei Oy (perpendicular pe planul determinat de vectorii E si B ).
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. E A g 5 : L2 LD
Viteza - » Cu care centrul cercului se indeparteaza de planul determinat de vectorii E si B , se numeste

viteza de drift ExB.

C) In cazul aproximatiei propuse, energia si momentul cinetic
se conserva:

mvz (0) N myi(0) _ mvi(y) N mui ()

2 2 2 2
r(@mv,(0) = r(y)mv,(y)
Unde:
mv, (0
) 2O
qB(0)
r(y) = mv, (y)
qB(y)
P POy 0,5 puncte
Inlocuind in relatia de conservare a momentului cinetic se obtine:
B(D)
vi(y) =vi(0 )B(O)

Inlocuind aceastd expresie in legea de conservare a energiei obtinem:

W) =120 + 5 0) - RO 5 )

.................................... 0,5 puncte

Pentru a trece de y = D este necesar ca v (D) = 0 . In caz contrar particula nu ajunge pani la y = D

sau pentru egalitate atinge aceasta pozitie.
In cazul nostru trebuie sa punem conditia:

BD) _
vE(O0) +vf () = vE(0) 57 < 0
.................................... 0,5 puncte
Din care rezulta ca:
B(O)
sina = 50)
.................................... 0,5 puncte

Particulele care indeplinesc aceasta relatie nu vor putea depési planele xOz corespunzatoare lui y = D,

respectiv y = —D. Acestea sunt prinse intr-o capcand magnetica.
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