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Problema a 111 (10 puncte)

Proprietdti ale materialelor paramagnetice

Aceastéd problemd iti propune sé studiezi cateva dintre proprietétile materialelor paramagnetice. in
studiul pe care il vei face considerd cunoscute: sarcina —e a electronului si masa m’" a acestuia,
constanta lui Planck h, magnetonul Bohr-Procopiu g = eh/ (2m*), constanta Boltzmann kg.

Sarcina de lucru 1

Modulul momentului magnetic de dipol u al unei spire circulare cu raza r, strabatuta de un curent
cu intensitatea i are expresia |il=m-r?-i. Momentul magnetic de dipol are directia
perpendiculara pe planul spirei si sensul dat de regula burghiului drept.

1. Tn modelul planetar al atomului, determind expresia ce evidentiaza legatura dintre momentul

cinetic orbital L al electronului aflat in migcare circulara in jurul nucleului si momentul sau
magnetic de dipol z. Momentul magnetic al electronului este un vector coliniar cu momentul

cinetic orbital si antiparalel cu acesta, datorita sarcinii negative a electronului.
Sarcina de lucru 2

In modelul cuantic al atomului, stérile electronului sunt determinate de numerele cuantice n -
numadrul cuantic principal, | - numarul cuantic orbital (al momentului cinetic orbital) m - numarul
cuantic magnetic si s numarul cuantic de spin. Primele trei numere cuantice sunt numere intregi.
In modelul cuantic, n este un numér natural nenul.

Momentul cinetic al electronului din starea caracterizata prin numarul cuantic principal n nu poate
lua decat valorile ‘E‘:h- 1-(1+1) cul=0,1,2,..,(n-1).

Numarul cuantic magnetic cuantifica valorile posibile L, ale proiectiei momentului cinetic orbital pe
o directie din spatiu (avand directia axei Oz ) conform expresiei L, =m-F .

2. Pentru un atom aflat in cdmp magnetic cu intensitatea H determina, Tn modelul cuantic,
valorile posibile &,, ale unghiului dintre directia momentului cinetic orbital al electronului aflat in

starea cu numarul cuantic orbital | si directia campului magnetic.

Sarcina de lucru 3

Distributia Boltzmann este o functie de partitie care descrie probabilitatea de realizare a uneia
dintre starile unui sistem care se poate afla in mai multe stari. Pentru un sistem aflat la echilibru
termodinamic, compus din N particule distribuite pe i stari avand fiecare energia E;, numéarul N,

al particulelor distribuite in starea k are expresia N, /N = exp(— E./ kBT)/Z(T). In aceastd expresie

Z(T)= Zexp(— E./ksT), kg este constanta Boltzmann, iar T este temperatura sistemului.
k=1
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Distributia Boltzmann se aplica sistemelor cu densitate mica de particule, aflate la temperatura
fnalta, pentru care efectele cuantice pot fi neglijate.

3. Determina expresia energiei medii <E> a unui sistem de particule care se pot afla intr-una
dintre cele trei stari, avand respectiv energiile E, =k-6,-kg-T ,unde k =1, 2, 3. Considera ca
sistemul de particule este in echilibru termic la temperatura T si cad 6,>0 are o valoare
cunoscuta.

Sarcina de lucru 4

Paramagnetismul este o forma de magnetism pe care o prezintd anumite materiale atunci cand
sunt dispuse intr-un camp magnetic exterior. Momentul magnetic indus prin aplicarea campului
exterior depinde liniar de intensitatea campului aplicat si este - de requld — mic. Permeabilitatea
magnetica a materialelor paramagnetice este supraunitara.

Considera un ansamblu de N atomi identici, care nu interactioneazé intre ei. Pe 1d&ngd momentul
cinetic orbital electronii au gi moment cinetic de spin. Interactiunea spin orbitd conduce la
necesitatea caracterizarii electronului prin momentul cinetic total J pentru care valoarea maxima a
lui J, este j-h In aceasts expresie j ia valori intregi sau semiintregi.

Considera céa sistemul de atomi se afla la echilibru termodinamic, caracterizat de temperatura T gi
ca este dispus intr-un cdmp magnetic uniform care are intensitatea H, orientatad pe directia axei
Oz.

Energia E,, atagatd unui moment magnetic de dipol dispus intr-un cdmp magnetic cu intensitatea
H are expresia E, =—ji-H.

Momentul magnetic de dipol u asociat fiecdrui atom este proportional cu momentul cinetic total si
are expresia i = —(e/ (2m*))- g-j, unde factorul giromagnetic g este o constanta caracteristica
speciei atomice. Si in aceasta situatie, numarul cuantic magnetic m cuantifica valorile posibile J,
ale proiectiei momentului cinetic total pe o directie Oz din spatiu, conform expresiei J,=m-h cu
—j,—j+1,...<m<.j-1,j,ncare m poate fi semiintreg.

Magnetizarea M a unui sistem este definitd ca suma mediilor proiectiilor momentelor magnetice
ale particulelor din sistem.

In rezolvarea cerintelor din cadrul sarcinii de lucru 4, presupune cé& sistemul este suficient de
rarefiat pentru ca intensitatea cdmpului magnetic la nivelul fiecarui atom sa fie egald cu

intensitatea Ha campului magnetic aplicat.

4a. Pentru un atom din sistemul considerat, scrie expresia valorilor posibile ale marimii g,

reprezentand lungimea proiectiei momentului magnetic de dipol pe directia cdmpului magnetic
aplicat.

4b. Scrie expresia energiilor atagate proiectiei momentului magnetic de dipol al atomului aflat Tn
camp magnetic, pentru fiecare dintre starile posibile.

4c. Determina expresia valorii medii <,u> a proiectiei pe directia campului magnetic a momentului
magnetic x pentru sistemul considerat. Calculeaza valoarea mediei proiectiei momentului
magnetic pentru J = (1/2)% sipentru J =1.

4d. Determina expresia pentru magnetizarea sistemului in situatia in care H — .

4e. Determina expresia pentru magnetizarea sistemului in situatia in care H —» 0.
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Caldura specifica per particulda n se definegte ca raportul dintre variatia energiei medii per
particula gi variatia temperaturii sistemului céruia ii apartine particula.

4f. Demonstreaza ca pentru un sistem caracterizat printr-un spectru cu un numar n finit de energii
E,, pentru cazul in care E, <<kg-T si pentru oricare n, caldura specifica per particula are

expresia 7 = o /(kB 'TZ). Cunosti ca varianta spectralé are expresia o = <E2> - <E>2 .
4g. Dedu expresia caldurii specifice per particula pentru un material paramagnetic.
Daca iti sunt utile, poti folosi relatiile:

1-q"
1-q

qg+q°+..+q"=q-

1-(n+1)-q" +n-q""
(1-q)f

1.9+2-¢°+...4+n-q" =q-

i
. 6

1

S oo _n-(n+1)-(2n+1)

ctgh(x) = % - g pentru |x| << 1

Proprietdti ale materialelor paramagnetice — Solugie

Sarcina de lucru 1

1. Electronul cu sarcina e care se misca pe o traiectorie circulara cu raza r ,cu perioada T sicu
viteza v, este echivalent unui curent electric cu intensitatea
e v

=== ‘e (1)
T 2r-r
Momentul sau magnetic are expresia
~ 2 4 e |r
=z-ro- e=—|L 2
Jﬂ| g 2 -r 2m ‘ @)
In concluzie,
e —
o ——*L 3
H=—on (3)

Relatia (3) reprezinta raspunsul la sarcina de lucru 1.

Sarcina de lucru 2
2. Conform conditiei de cuantificare Lzzm-hz‘l:‘-cose-h, tindnd seama de conditia de

cuantificare a momentului cinetic ‘E‘ =4I-(I+1)-h, rezulta ca

m

1/I-i/+1i

Deoarece

-1<cos0,, <1 (5)

rezulta ca

{mmm 6
-I<m<|

Prin urmare

cosf, =
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emzarccos[ cumeZ,-1<m<| (7)

_m_
NEE
Numarul N al inclinarilor posibile este

N =2m+1 (8)
Relatia (7) reprezinta raspunsul la sarcina de lucru 2.

Sarcina de lucru 3

3. Energia medie are expresia

ZI:Ek . eXP(_ E, /kBT)
(E)="* (9)
Zexp E,/kgT)

Pentru cazul enuntat
(E) - 5, kg T(1-07% +2.67% 7L3-e‘351)
e % +e % 4% (10)
()= Oks T42-6 13.672)
1+e ™% + o2
Relatia (10) reprezinta raspunsul la sarcina de lucru 3.

Sarcina de lucru 4

4a. Tn conformitate cu enuntul

i=-{e/lem’))-g-J (11)

Corespunzator proiectia pe directia campului magnetic aplicat are expresia

i, = (e/(Zm M (12)

si aplicand conditia de cuantificare a proiectiei momentului cinetic rezulta
=(e/(2m*))-g-m-h=y8-g-m , —j<m<j (13)

Relatia (13) reprezinta raspunsul la sarcina de lucru 4a.

4b. Energia asociata atomului aflat in cAmp magnetic , intr-una dintre starile posibile, are expresia
E,=-pi-H=e/em) g-J-A=g ug-H-m, —j<m< (14)
Relatia (14) reprezinta raspunsul la sarcina de lucru 4b.

4c. Valoarea medie a proiectiei momentului magnetic are expresia

J J
D ug-g-m-exp(-E,, /kgT) > ug-g-m-exp(-g-ug-H-m/kgT)

(u) == ==l (15)
> exp(-E,, /kgT) > exp(-g-p-H-m/kgT)
i m=—j
Cu notatia
o9t H (16)
KT

expresia (15) devine

J
x-m-exp(-x-m)
()= T mZ‘,- | kT

S exp(- x-m)

m=—j

g
7 (17)
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Suma Z este suma unei progresii geometrice cu 2j +1 termeni si cu ratia e ™ si are valoarea

Z=e"l 1o U 1p e U el g 12 e
1-e”*
Expresia se poate rescrie ca
1 1 . o1
i eX‘(HEj _e—X‘[HEJ i smh{x-[j +2ﬂ
x X B _(x
e2 _g 2 Slnh[zj
Suma ¢ are expresia explicita
9=x-j-e+x-(j=1)-eU Vs +0-..—x-(j-1)-e XUV _x.jexI
Din studierea expresiilor (18) si (20) se poate observa ca
dz
$=Xx—
dx

si in consecinta

(s D () L w3} sndx ]

sinhz(xj
2
Tindnd seama de relatiile (19) si (22) media ceruta are expresia
(j + 1} -ctgh| x - (j + 1} . sinh(x) 1 Cosh(xj
H sinh(xj
2

sau

=s {103 ) o= (1+3] -3 o3

Pentru j =1/2 expresia (24) devine

()= s {ctgh(x)_ . Ctgh(ﬁj}

2
iar pentru j =1 expresia devine

(1)=9- g {% . ctgh[g . xj - % . Ctgh(g]}

Relatiile (24), (25) si (26) reprezinta raspunsul la sarcina de lucru 4c.

4d. Deoarece atomii sunt independenti, magnetizarea are expresia

M:N,<ﬂ>:/\/.g.ﬂ5.{[jJr%j'ctgh[x-[j+%ﬂ—%-cl‘gh(%]}

Observatie:
Pentru j=1/2

g-ug-H) 1 g-ug-H
M=N-g- ug-<ctgh =——=—|—-—-ctgh) =———
iar pentru j =1

3 39-ug-H)| 1 g-ug-H
M=N-qg-u, 1> ctgh| 2228 "1 | __ . ctgh| 22871
9“3{2 g( 2kBTj2 Q(ZkBT

(18)

(19)

(20)

(21)

(22)

(23)

(24)

(29)

(26)

(27)

(28)

(29)
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Trebuie remarcat ca

H—ow=x—>w (30)

si respectiv

H->0=x-0 (31)

Pentru cdmpuri magnetice mari, la saturatie, cand x — o, ctgh(x)=1 si magnetizarea devine
M=N-(4)=N-g- g -j (32)

Observatie: Valoarea astfel determinaté corespunde situatiei dipolului clasic cu valoarea g - ug - j
per atom, pentru cazul in care toti dipolii sunt complet aliniati pe directia campului magnetic aplicat.

Relatia (32) reprezinta raspunsul la sarcina de lucru 4d.

4e.Pentru cadmpuri magnetice foarte mici, pentru care x —» 0,

1 1 X(”z) 172 x
M(x—>0)=N-g-,uB- (j-i—Ej' ( 1j+ 3 —E'li;-i-g:l
X. j_l’_i
2
1° 1| x
M(XQO)ZN'Q'NslIJJFEJ —Z}g (33)
M(X—)O)_NM(Z'F)
BV S

Observatie: Expresia finala aratad ca pentru valori mici ale campului magnetic existd o competitie
intre tendinta de crestere a magnetizérii datorita intensitati cdmpului magnetic gi tendinta de
diminuare a magnetizarii datorita temperaturii (agitatiei termice).

Relatia (33) reprezinta raspunsul la sarcina de lucru 4e.

4f. Energia medie pe particula are expresia

zEk ‘eXp(_ Ek/kBT) ZEk ‘eXp(_ yEk)
k=1 — k=1 (34)

Sex(-E/kT) Y exp(-yE,)

In expresia (34) s-a folosit notatia
1
- 35
y KT (35)

Deoarece conform definitiei

_d(E) _d(E) ay 1 d(E)

(E)

- 5 (36)
dT dy dT kgT dy
Expresia @ se poate scrie ca
dy
E, -exp|\- yE
d(E) o ; o oxplvE) (37)

v iexp(— YE)
k=1

Expresia dezvoltata are forma
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) {— S E2 expl- E, )} - {;exp(— VE, )} + {iEk exp(- yE, )T - {Z E, -expl- yE, )}

k=1 k=1 k=1

v LZ; exp(- yE, )}
astfel ca 7
A ety o
Prin urmare,
1= () (€] &

Relatia (39) reprezinta raspunsul la sarcina de lucru 4f.

4g. Asa cum s-a demonstrat la in cadrul sarcinii de lucru 4b, pentru un material paramagnetic
energia de orientare a momentelor magnetice de dipol are expresia

E,=—i-H=(e/em")) g-d-H=g-us-H-m, —j<m<j (40)
Deoarece — conform enuntului —
E, <<kg-T (41)

rezultd ca toate exponentialele exp(— E,, /ksT )= exp(0) sunt practic egale cu unitatea. Ca urmare

>E, S

EV=""A _ —gopg-H- 2= = 42
E) =S~ 9 s M 570 42)
Analog,
j j j
D En > m? 23" m?
E2\=m=i  _(q.u. -HP-"=  _(q-y. -HF . —m=1
&) o1 =G ke M) =g e HY (43)
£2\_(g. .Hz‘j-(j+1)-(2j+1): _ .Hz‘j-(j+1)
< > (g Hp ) 3(2j+1) (g Hg ) 3
Pentru materialul paramagnetic in conditiile date, caldura specifica pe particula are expresia
zj'(/”),(g'ﬂs)z,/"_z (44)
3 kg T?

Caldura specifica per particula creste datorita cAmpului magnetic. Ea este cu atat mai mica cu cat
sistemul este mai dezordonat (are temperatura mai mare).
Relatia (44) reprezinta raspunsul la sarcina de lucru 4g.
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