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Ediţia a XIV-a,  Satu - Mare  
Proba teoretică, 19 mai 2011 

Problema a III (10 puncte) 
Proprietăţi ale materialelor paramagnetice 

Această problemă îţi propune să studiezi câteva dintre proprietăţile materialelor paramagnetice. În 
studiul pe care îl vei face consideră cunoscute: sarcina e−  a electronului şi masa *m a acestuia, 
constanta lui Planck h , magnetonul Bohr-Procopiu ( )*

B me 2h=μ , constanta Boltzmann Bk .  

Sarcina de lucru 1 
Modulul momentului magnetic de dipol μr  al unei spire circulare cu raza r , străbătută de un curent 
cu intensitatea i  are expresia ir ⋅⋅= 2πμr . Momentul magnetic de dipol are direcţia 
perpendiculară pe planul spirei şi sensul dat de regula burghiului drept.  

1.  În modelul planetar al atomului, determină expresia ce evidenţiază legătura dintre momentul 
cinetic orbital L

r
 al electronului aflat în mişcare circulară în jurul nucleului şi momentul său 

magnetic de dipol μr . Momentul magnetic al electronului este un vector coliniar cu momentul 
cinetic orbital şi antiparalel cu acesta, datorită sarcinii negative a electronului. 

Sarcina de lucru 2 
În modelul cuantic al atomului, stările electronului sunt determinate de numerele cuantice n - 
numărul cuantic principal, l  - numărul cuantic orbital (al momentului cinetic orbital) m  - numărul 
cuantic magnetic şi s  numărul cuantic de spin. Primele trei numere cuantice sunt numere întregi. 
În modelul cuantic, n  este un număr natural nenul.  

Momentul cinetic al electronului din starea caracterizată prin numărul cuantic principal n  nu poate 
lua decât valorile ( )1+⋅⋅= llL h

r
 cu ( )1210 −= n,,,,l K .  

Numărul cuantic magnetic cuantifică valorile posibile zL  ale proiecţiei momentului cinetic orbital pe 
o direcţie din spaţiu (având direcţia axei Oz ) conform expresiei h⋅= mLz . 

2.  Pentru un atom aflat în câmp magnetic cu intensitatea H
r

 determină, în modelul cuantic, 
valorile posibile mθ  ale unghiului dintre direcţia momentului cinetic orbital al electronului aflat în 
starea cu numărul cuantic orbital l  şi direcţia câmpului magnetic. 

Sarcina de lucru 3 
Distribuţia Boltzmann este o funcţie de partiţie care descrie probabilitatea de realizare a uneia 
dintre stările unui sistem care se poate afla în mai multe stări. Pentru un sistem aflat la echilibru 
termodinamic, compus din N  particule distribuite pe i  stări având fiecare energia iE , numărul kN  
al particulelor distribuite în starea k  are expresia ( ) ( )TZTkEexpNN Bkk −= . În această expresie 

( ) ( )∑
=

−=
i

k
Bk TkEexpTZ

1

, Bk  este constanta Boltzmann, iar T  este temperatura sistemului.  
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Distribuţia Boltzmann se aplică sistemelor cu densitate mică de particule, aflate la temperatură 
înaltă, pentru care efectele cuantice pot fi neglijate. 

3. Determină expresia energiei medii E  a unui sistem de particule care se pot afla într-una 
dintre cele trei stări, având respectiv energiile TkkE Bk ⋅⋅⋅= 1δ , unde 321 ,,k = . Consideră că 
sistemul de particule este în echilibru termic la temperatura T  şi că 01 >δ  are o valoare 
cunoscută.  

Sarcina de lucru 4 
Paramagnetismul este o formă de magnetism pe care o prezintă anumite materiale atunci când 
sunt dispuse într-un câmp magnetic exterior. Momentul magnetic indus prin aplicarea câmpului 
exterior depinde liniar de intensitatea câmpului aplicat şi este - de regulă – mic. Permeabilitatea 
magnetică a materialelor paramagnetice este supraunitară.  

Consideră un ansamblu de N  atomi identici, care nu interacţionează între ei. Pe lângă momentul 
cinetic orbital electronii au şi moment cinetic de spin. Interacţiunea spin orbită conduce la 
necesitatea caracterizării electronului prin momentul cinetic total J

r
 pentru care valoarea maximă a 

lui zJ  este h⋅j  În această expresie j  ia valori întregi sau semiîntregi. 

Consideră că sistemul de atomi se află la echilibru termodinamic, caracterizat de temperatura T  şi 
că este dispus într-un câmp magnetic uniform care are intensitatea H , orientată pe direcţia axei 
Oz .  

Energia mE  ataşată unui moment magnetic de dipol dispus într-un câmp magnetic cu intensitatea 
H
r

 are expresia HEm

rr
⋅−= μ . 

Momentul magnetic de dipol μr  asociat fiecărui atom este proporţional cu momentul cinetic total şi 
are expresia ( )( ) Jgme *

rr
⋅⋅−= 2μ , unde factorul giromagnetic g  este o constantă caracteristică 

speciei atomice. Şi în această situaţie, numărul cuantic magnetic m  cuantifică valorile posibile zJ  
ale proiecţiei momentului cinetic total pe o direcţie Oz  din spaţiu, conform expresiei h⋅= mJz  cu 

j,j..m,j,j 11 −≤≤+−− K , în care m  poate fi semiîntreg. 

Magnetizarea M  a unui sistem este definită ca suma mediilor proiecţiilor momentelor magnetice 
ale particulelor din sistem. 

În rezolvarea cerinţelor din cadrul sarcinii de lucru 4, presupune că sistemul este suficient de 
rarefiat pentru ca intensitatea câmpului magnetic la nivelul fiecărui atom să fie egală cu 
intensitatea H

r
a câmpului magnetic aplicat. 

4a.  Pentru un atom din sistemul considerat, scrie expresia valorilor posibile ale mărimii μ , 
reprezentând lungimea proiecţiei momentului magnetic de dipol pe direcţia câmpului magnetic 
aplicat. 

4b. Scrie expresia energiilor ataşate proiecţiei momentului magnetic de dipol al atomului aflat în 
câmp magnetic, pentru fiecare dintre stările posibile. 

4c. Determină expresia valorii medii μ  a proiecţiei pe direcţia câmpului magnetic a momentului 
magnetic μ  pentru sistemul considerat. Calculează valoarea mediei proiecţiei momentului 
magnetic pentru ( )h21 /J =  şi pentru h=J . 

4d. Determină expresia pentru magnetizarea sistemului în situaţia în care ∞→H .  

4e. Determină expresia pentru magnetizarea sistemului în situaţia în care 0→H .  
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Căldura specifică per particulă η  se defineşte ca raportul dintre variaţia energiei medii per 
particulă şi variaţia temperaturii sistemului căruia îi aparţine particula.  

4f. Demonstrează că pentru un sistem caracterizat printr-un spectru cu un număr n  finit de energii 
nE , pentru cazul în care TkE Bn ⋅<<  şi pentru oricare n , căldura specifică per particulă are 

expresia ( )22 Tk/ B ⋅= ση . Cunoşti că varianţa spectrală are expresia 222 EE −=σ . 

4g. Dedu expresia căldurii specifice per particulă pentru un material paramagnetic. 

Dacă îţi sunt utile, poţi folosi relaţiile: 
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Proprietăţi ale materialelor paramagnetice – Soluţie 
Sarcina de lucru 1 
1. Electronul cu sarcină e  care se mişcă pe o traiectorie circulară cu raza r ,cu perioada T  şi cu 
viteza v , este echivalent unui curent electric cu intensitatea  

e
r

v
T
ei ⋅

⋅
==

π2
         (1) 

Momentul său magnetic are expresia  

L
m
ee

r
vr *

rr

22
2 =⋅

⋅
⋅⋅=
π

πμ         (2) 

În concluzie,  

L
m
e

*

rr

2
−=μ           (3) 

Relaţia (3) reprezintă răspunsul la sarcina de lucru 1. 
 

Sarcina de lucru 2 

2. Conform condiţiei de cuantificare h
r

h ⋅⋅=⋅= θcosLmLz , ţinând seama de condiţia de 

cuantificare a momentului cinetic ( ) h
r

⋅+⋅= 1llL , rezultă că 

( )1+⋅
=

ll
mcos mθ          (4) 

Deoarece 
11 ≤≤− mcosθ          (5) 

rezultă că  
( ) ( )

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤≤−

+⋅≤≤+⋅−

lml
llmll 11         (6) 

Prin urmare  
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( )
lml,Zmcu,

ll
marccosm ≤≤−∈

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+⋅
=

1
θ      (7) 

Numărul N  al înclinărilor posibile este 
12 += mN           (8) 

Relaţia (7) reprezintă răspunsul la sarcina de lucru 2. 
 

Sarcina de lucru 3 
3. Energia medie are expresia  

( )

( )∑

∑

=

=
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= i

k
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i
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Bkk
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E

1

1         (9) 

Pentru cazul enunţat  
( )
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      (10) 

Relaţia (10) reprezintă răspunsul la sarcina de lucru 3. 
 

Sarcina de lucru 4 
4a. În conformitate cu enunţul 

( )( ) Jgme *
rr

⋅⋅−= 2μ          (11) 
Corespunzător, proiecţia pe direcţia câmpului magnetic aplicat are expresia 

( )( )
z

*
z

Jgme
rr

⋅⋅= 2μ          (12) 

şi aplicând condiţia de cuantificare a proiecţiei momentului cinetic rezultă 
( )( ) jmj,mgmgme B

*
z ≤≤−⋅⋅=⋅⋅⋅= μμ h2      (13) 

Relaţia (13) reprezintă răspunsul la sarcina de lucru 4a. 
 
4b. Energia asociată atomului aflat în câmp magnetic , într-una dintre stările posibile, are expresia  

( )( ) jmj,mHgHJgmeHE B
*

m ≤≤−⋅⋅⋅=⋅⋅⋅=⋅−= μμ
rrrr 2    (14) 

Relaţia (14) reprezintă răspunsul la sarcina de lucru 4b. 
 
4c. Valoarea medie a proiecţiei momentului magnetic are expresia 

( )

( )

( )
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∑

∑

∑
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= j
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j
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BBB

j

jm
Bm

j

jm
BmB

TkmHgexp

TkmHgexpmg

TkEexp

TkEexpmg

μ

μμμ
μ  (15) 

Cu notaţia  

Tk
Hgx

B

B ⋅⋅
=

μ           (16) 

expresia (15) devine 

( )

( ) ZH
Tk

mxexp

mxexpmx

H
Tk B

j

jm

j

jmB ϑμ ⋅=
⋅−

⋅−⋅⋅

=

∑

∑

−=

−=       (17) 
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Suma Z  este suma unei progresii geometrice cu 12 +j  termeni şi cu raţia xe−  şi are valoarea 

( ) ( )
( )

x

jx
jxjxjxjxjx

e
eeeeeeZ −

+⋅−
⋅⋅−−⋅−−⋅⋅

−
−

⋅=++++++=
1

11
12

11 KK    (18) 

Expresia se poate rescrie ca 
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⎠
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ee
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      (19) 

Suma ϑ  are expresia explicită 
( ) ( ) ( ) ( ) jxjxjxjx jexejxejxejx ⋅−−⋅−−⋅⋅ ⋅−⋅−⋅−−++⋅−⋅+⋅⋅= 11 101 KKϑ   (20) 

Din studierea expresiilor (18) şi (20) se poate observa că 

dx
dZx ⋅=ϑ           (21) 

şi în consecinţă 
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2
1

22
1
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1

2 xsinh
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xϑ  (22) 

Ţinând seama de relaţiile (19) şi (22) media cerută are expresia  

⎟
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H
xTkBμ    (23) 

sau 

⎭
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⎩
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⎧

⎟
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⎞

⎜
⎝
⎛⋅−⎥

⎦
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Pentru 21=j  expresia (24) devine 

( )
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⎬
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⎩
⎨
⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
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22
1 xctghxctghg Bμμ        (25) 

iar pentru 1=j  expresia devine 

⎭
⎬
⎫

⎩
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⎠
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22
1
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3

2
3 xctghxctghg Bμμ       (26) 

Relaţiile (24), (25) şi (26) reprezintă răspunsul la sarcina de lucru 4c. 
 
4d. Deoarece atomii sunt independenţi, magnetizarea are expresia  
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Observaţie: 
Pentru 21=j   
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iar pentru 1=j  
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Trebuie remarcat că 
∞→⇒∞→ xH           (30) 

şi respectiv  
00 →⇒→ xH          (31) 

Pentru câmpuri magnetice mari, la saturaţie, când ∞→x , ( ) 1=xctgh  şi magnetizarea devine  
jgNNM B ⋅⋅⋅≅⋅= μμ         (32) 

Observaţie: Valoarea astfel determinată corespunde situaţiei dipolului clasic cu valoarea jg B ⋅⋅ μ  
per atom, pentru cazul în care toţi dipolii sunt complet aliniaţi pe direcţia câmpului magnetic aplicat. 

Relaţia (32) reprezintă răspunsul la sarcina de lucru 4d. 
 
4e.Pentru câmpuri magnetice foarte mici, pentru care 0→x ,  
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Observaţie: Expresia finală arată că pentru valori mici ale câmpului magnetic există o competiţie 
între tendinţa de creştere a magnetizării datorită intensităţii câmpului magnetic şi tendinţa de 
diminuare a magnetizării datorită temperaturii (agitaţiei termice). 

Relaţia (33) reprezintă răspunsul la sarcina de lucru 4e. 
 
4f. Energia medie pe particulă are expresia  
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În expresia (34) s-a folosit notaţia  
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=           (35) 

Deoarece conform definiţiei  
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⋅−=⋅== 2
1η       (36) 

Expresia 
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 se poate scrie ca  
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Expresia dezvoltată are forma  
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astfel că 
( ) 22 EE
dy
Ed

+−=          (38) 

Prin urmare, 

( )22
2

1 EE
TkB

−⋅=η         (39) 

Relaţia (39) reprezintă răspunsul la sarcina de lucru 4f. 
 
4g. Aşa cum s-a demonstrat la în cadrul sarcinii de lucru 4b, pentru un material paramagnetic 
energia de orientare a momentelor magnetice de dipol are expresia  

( )( ) jmj,mHgHJgmeHE B
*

m ≤≤−⋅⋅⋅=⋅⋅⋅=⋅−= μμ
rrrr 2    (40) 

Deoarece – conform enunţului – 
TkE Bm ⋅<<           (41) 

rezultă că toate exponenţialele ( ) ( )0expTkEexp Bm ≅−  sunt practic egale cu unitatea. Ca urmare  
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Analog, 
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Pentru materialul paramagnetic în condiţiile date, căldura specifică pe particulă are expresia 
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Căldura specifică per particulă creşte datorită câmpului magnetic. Ea este cu atât mai mică cu cât 
sistemul este mai dezordonat (are temperatură mai mare). 
Relaţia (44) reprezintă răspunsul la sarcina de lucru 4g. 
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