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Problema I (10puncte)
Estimarea densitdtii pepenelui din fotografie

Problema de fata iti propune ca numai pe baza fotografiei din figura 1 s& faci céteva estimari
pentru densitatea unui pepene, care pluteste intr-o géleatd cu apa si s& analizezi micile oscilatii

verticale ale pepenelui in géleata cu apa.

In toate estimérile pe care le vei face vei considera c& pepenele este omogen si cd poate fi
aproximat printr-o sfera. In diferitele variante de estimare vei neglija sau vei lua in considerare

refractia gi/ sau efectele tridimensionale.

Figura 1

Sarcina de lucru 1

Sarcina de lucru 1 iti propune sé& analizezi factorii care influenteaza acuratetea determinarii
densitatii pepenelui si s& faci o prima estimare a densitétii acestuia, fard a lua in considerare

refractia lumini la suprafata aer-apéa si efectele tridimensionale.

la. Dedu expresia volumului V; al portiunii din pepene, care este cufundatd in apa. Exprima

~ . . . rO ~ . ~ .
rezultatul in functie de raza r a pepenelui si de raportul g =—, in care ry reprezinta raza cercului
r

de intersectiei a pepenelui cu suprafata apei.

1b. Determina expresia densitatii p a pepenelui in functie de densitatea p, a apei si de raportul q .
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1c. Reprezinta grafic raportul £ in functie de q.
Lo

1d. Utilizand graficul trasat la in cadrul sarcinii de lucru 1c, descrie pe scurt modul in care valoarea
raportului g influenteaza acuratetea determinarii densitatii p .

le. Estimeaza densitatea pepenelui din fotografia prezentata in figura 1, fara a lua in considerare
refractia lumini la suprafata aer-apa si separarea spatiala dintre planele orizontale care contin
cercul de intersectie a suprafetei apei cu pepenele si cercul ecuatorial orizontal al acestuia.

Sarcina de lucru 2

Estimarea realizatd in cadrul sarcinii de lucru 1 poate fi imbunéatatitd dacd se tine cont de
separarea spatiala dintre planele orizontale care contin cercul de intersectie a suprafetei apei cu
pepenele si respectiv cercul ecuatorial orizontal al acestuia. A

F

In cadrul acestei sarcini de lucru neglijeazd fenomenul de
refractie a lumini la suprafata aer-apa. Considera ca aparatul cu
care s-a realizat fotografia este plasat in pozitia A, la distanta h
fata de suprafata apei din galeata si noteaza raza ,aparentd” a
pepenelui BD=r" (figura 2). Presupune ca aparatul de
fotografiat este plasat destul de sus in raport cu suprafata apei
din galeata, astfel incat poate sa inregistreze latitudini apropiate
de cercul ecuatorial al pepenelui. in figura 2 suprafata apei este
reprezentata prin dreapta ce trece prin punctele B,C si D .

Schita din figura 2 nu este realizata la scara.

2a. Dedu expresia razei r a pepenelui, in conditiile specificate ¥ /B \\C D
in cadrul acestei sarcini de lucru. Exprima rezultatul in functie de

h,r,sir".

2b. Estimeaza densitatea pepenelui din fotografia prezentata in O
figura 1, In conditile mentionate in cadrul sarcinii de lucru 2. |
Considera ca fotografia a fost realizata de un tanar cu inaltimea
de 1,70m , stdnd in picioare langa galeata cu diametrul de

0,30m . Inaltimea galetii este de 0,30m . Figura 2

E S
b

Sarcina de lucru 3

In cadrul sarcinii de lucru 3 ti se cere s& analizezi dacé luarea in considerare a fenomenului de
refractie a luminii influenteaza semnificativ rezultatul estimérii densitatii pepenelui, in situatia in
care tii cont de separarea spatialé dintre planele orizontale care contin cercul de intersectie a
suprafetei apei cu pepenele si respectiv cercul ecuatorial al acestuia.

3a. Dedu - in conditiile specificate pentru sarcina de lucru 3 - o expresie care sa contina raza r a
pepenelui, indicele n de refractie pentru apa si marimile h, r,, r' a caror semnificatie a fost
mentionata in cadrul sarcinii de lucru 2.

3b. Estimeaza densitatea pepenelui din fotografia prezentata in figura 1, in conditiile specificate in
cadrul sarcinii de lucru 3. Indicele de refractie al apei este n=4/3.

3c. Precizeaza daca luarea in considerare a fenomenului de refractie influenteaza in mod
semnificativ rezultatul estimarii densitatii pepenelui. Argumenteaza pe scurt raspunsul tau.

Sarcina de lucru 4

In cadrul sarcinii de lucru 4 ti se cere s& analizezi micile oscilatii verticale ale pepenelui din
fotografia prezentata in figura 1.

4a. Determina valoarea inaltimii 72 a calotei sferice a pepenelui, care se afla situata in aer — in
conditiile estimarilor realizate in cadrul sarcinii de lucru 3b.
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4b. Determina expresia pulsatiei micilor oscilatii verticale ale pepenelui in jurul pozitiei de echilibru,
prezentata in fotografia din figura 1. Exprima rezultatul in functie de p,,p,r,# si de acceleratia
gravitationala g .

4c. Scrie ecuatia micilor oscilatii verticale ale pepenelui, daca amortizarea acestora este neglijabila.
Exprima rezultatul in functie de elongatia A% gi de pulsatia .

4d. Calculeaza intervalul de timp necesar efectuarii a douazeci de mici oscilatii verticale
neamortizate ale pepenelui in conditile estimarilor realizate in cadrul sarcinii de lucru 3b.

Considerd cd g =9,81m-s2.
Estimarea densitdtii pepenelui din fotografie — Solugie
Sarcina de lucru 1

la. Pentru a determina volumul V;, al portiunii din pepene, care este cufundata in apa se considera

sfera ca fiind formata din discuri subtiri orizontale (figura 3), avand raza r-sin@ si marginea
curbata de lungime r-d6@. Un astfel de disc are grosimea h'=r-dé@-sin@ si volumul

dv=r-(r-sin@f -r-do-sin@=z-r*-sin®6-do (1)
h': Ar-_\d_e
e
:
Figura 3
Volumul V; al portiunii din pepene, cufundata in apa este
v0=j7z-r3.sin3e-d.9 (2)
)

Prin prelucrarea relatiei (2) se obtine
Vo =7z-r3_|.(1—cos2 0)-sin6-do = 7r-r3.|.sin«9.d«9—7r-r:‘J.cos2 6-sino-do 3)

6 ) b
Fie
I, :ﬁ-rajsine-dez—ﬁ-r3 -c0s0-do|; =z -r®-(1+cos6,) (4)

)
si
Izz—ﬂ-r3jcosze-sin0-d9 (5)

b

in relatia (5) facand schimbarea de variabila
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{u = cos 6 6)

du=-sin@-do
se obtine
/Zzn.r3ju2.du=;z.r3.§ (7)
Prin urmare
Iz=ﬂ~r3~60§39ZO=—7r-r3-(%+COS;0°j (8)
Din relatiile (3), (4), (5) si (8) se obtine

Vo=n-r*-(1+cosby)-z-r® (%+ COS:: QOJ

(9)

Vy=7z-r® %-[HCO;‘% (8- cos? 00)}

Figura 4

Intrucat este dificil de méasurat unghiul 6, (figura 4) se prefera exprimarea volumului V;, in functie
de raportul

q=r70=sin90 (10)

Astfel, relatia (9) devine

- f1-sin?4
Vozﬂ.rs.g. 1+#-[3—(1—sin260)]} (11)
respectiv

i 2
vozg-mrﬁ‘- 1+[1+%}/1—q2} (12)

Relatia (12) reprezinta raspunsul la sarcina de lucru 1a.

Metoda alternativa de calcul a volumului portiunii scufundate a pepenelui

Volumul corpului obtinut prin rotatia graficului functiei f(x) in jurul axei Ox cu a<x<b, are
expresia
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V=r-[£?(x)-dx (13)

B y= (rP-(x-rf)”
(2r-h, 1)
0 2 h »
(r,0) (2r-h,0) “
Figura 5
Volumul obtinut prin rotirea semicercului cu ecuatia
(x—rf +y?=r?
y=Ar=(x-ry (14)
y=+r-(2x-r)
este
2r—
Vy=7- ITrZ—( ~r) ] dx
0
1 2r-h
V,=x [rz-x——(x—r)ﬂ (15)
0
V, :%-(4r3 3r-n® +h3)
n expresie, /i este inaltimea calotei aflate Tn aer.
Evident,
2 _ 2 2
= —h
re<=ry + (r ) (16)
n—-2r-h+rf =0
astfel ca
2r +2,Jr? = r?
h = 2 0 =r-(1i\/1—q2j (17)

Expresia acceptabilé pentru 7 = i(r,q) este

h=r-(1—1/1—q2] (18)
astfel ca

LS (19)
.

in consecintd, relatie (15) devine
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3

o fon ) o]

(20)
V=2 2.0 14 1+£ 1-q2
3 2
Relatia (20) reprezinta raspunsul pentru 1a.
1b Conditia de plutire a pepenelui la suprafata apei este
G+F, =0 (21)
Utilizand expresiile pentru modulul greutati pepenelui si pentru modulul fortei arhimedice se obtine
pV-g=ps-Vy-9 (22)
sau
VO
= p. -0 23
P =Po Vv (23)
unde volumul total al pepenelui este
3
V- 4.7-r (24)
3

Combinand relatiile (20), (23) si (24) se obtine

2
2 r 11 L g
3 2

p=po- 2 (25)
.

z-re

respectiv
2
p:p—;-{w(n%yh—qz} (26)

Relatia (26) reprezinta raspunsul la sarcina de lucru 1b.

1c. Din relatia (26) se obtine

2
i=1-{1+[1+q—} 1—q2} (27)
Py 2 2
Reprezentarea grafica L _ f(q) trasata pe baza dependentei descrise de relatia (27) este
Po

prezentata in figura 6.
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Figura 6

in realizarea reprezentarii grafice s-a tinut cont c&

pﬁ =1, pentru g=0 (28)

0

sica

pﬁ = % , pentrug =1 (29)
0

Prima derivata a functiei analizate, in raport cu variabila q este
3
i(ﬁj=_3—q<o (30)
dq  po 4.,1-q?
Functia analizata este monoton descrescatoare.

Din conditia de extrem i(ﬁJ =0 se obtine
dq\ po

Derivata secunda a functiei este

2 3 392 1-q% +¢° 1‘72
AR YRS AR
4.

dg?\pe)  dala. f1-q2| 4 1-g°

si graficul functiei este concav (nu tine apa).

Tabelul 1 include valorile numerice utilizate in reprezentarea grafica .
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Tabelul 1

q P/ po q P/ po
0,05 1,000 0555 0,980
0,0 0999 0,60 0,972
0,15 0999 0,65 0,960
0,20 0999 0,70 0,944
025 0999 0,75 0,923
0,30 0998 0,80 0,89
035 0997 085 0,858
040 0994 0,90 0,806
045 0991 095 0,726
0,50 0987 1,00 0,500

Reprezentarea grafica din figura 6 reprezinta raspunsul la sarcina de lucru 1c.

1d. Tn conformitate cu reprezentarea graficd din figura 6, curba ce evidentiazd dependenta

i:f(q) descreste lent pentru valori ale raportului g cuprinse intre 0 si 0,70. Pentru acest
0

domeniu de valori, incertitudinea in determinarea densitatii o a pepenelui, datorata incertitudinii in
determinarea raportului q este foarte mica si in consecinta rezultatele masurarii sunt acurate.
In schimb, pentru domeniul de valori ale variabilei independente g cuprins intre 0,85 si 1,00,

graficul £~ =f(g) descreste rapid. Astfel, variati mici ale variabilei g conduc la variatii

Po

substantiale ale raportului £ si implicit la variatii mari ale densitatii pepenelui. In consecinta, in
Lo
situatia Tn care variabila q ia valori in intervalul cuprins intre 0,85 si 1,00 determinarea densitatii

pepenelui nu mai este acurata.

1e. in aceast& prima estimare a densitatii pepenelui se neglijeaza atat fenomenul de refractie cat si
efectele tridimensionale. Astfel, se presupune ca cercul ecuatorial al pepenelui este coplanar cu
cercul de intersectie a acestuia cu suprafata apei si prin urmare diametrele celor doua cercuri sunt
situate in acelasi plan orizontal, la suprafata apei.

Masurand cu ajutorul unei rigle lungimile celor doua diametre se determina

g,=070 (33)

Din relatiile (33) si (27) sau direct din tabelul 1 se obtine p ,=0,944g/cm®. Luand in considerare
doua cifre semnificative, estimarea pentru densitatea pepenelui este
p,=094g/cm® (34)

Valoarea numerica a densitatii pepenelui din relatia (34) reprezinta raspunsul la sarcina de lucru
1e.
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Sarcina de lucru 2

2a. In situatia in care efectele tridimensionale nu mai sunt neglijate, se pune problema gasirii unei
modalitati de determinare a razei r a pepenelui si a raportului q =r—°, utilizand o fotografie 2D a
r

unui obiect 3D.

Presupunand ca aparatul de fotografiat este plasat destul de sus in raport cu suprafata apei din
galeata, astfel incat sa Tnregistreze latitudini apropiate de cercul ecuatorial al pepenelui se poate
aproxima segmentul ADE ca ipotenuza a triunghiului AOE ; eroarea datorata acestei aproximatii
este relativ mica. Conform notatiilor din figura 7 se poate scrie

r
g0, =—F——— (35)
h++r?—r?
in AADB
tgb, = r (36)
A h
Prin egalarea expresiilor descrise de relatiile (35) si (36) rezulta
r r'
_r (37)
h+yr2-r2 h
sau
riJri-r2=h-(r-r" (38)
F '&'
Ba

! "8l Tc\D

4 b N
g
D Al r, L4
I i b E
el r L4
Figura 7

Ridicand la patrat relatia (38) si ordonand-o descrescator dupa puterile razei r se obtine
rz-(hz—r’z)—zr-r’-hz+r'2-(h2+r02):0 (39)

Ecuatia (39) are solutiile
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h? + \/hz .(r'Z_r02)+r'2.r02

h2_r12

fo=r" (40)

Conform schitei din figura 7, criteriul de selectie a solutiei acceptabile din punct de vedere fizic este
r>r'.
Relatia (40) reprezinta raspunsul la sarcina de lucru 2a.

2b. Estimarea densitatii pepenelui, in conditiile specificate in cadrul sarcinii de lucru 2 se face pe
baza relatiilor (10), (26) si (40). Pentru a calcula raza r a pepenelui conform relatiei (40) este
necesara determinarea lungimilor absolute ale razelor r, si r' precum si estimarea valorii pentru

inaltimea h.

In acest scop se masoara pe fotografie, cu o rigla, diametrul galetii D, ;,,, , diametrul cercului de
intersectie a suprafetei apei cu pepenele D, si diametrul aparent al pepenelui Djy, -
Rezultatele masurarilor sunt

D; toro = 7,9cm
D; too =4,2Cm (41)
D3,f0t0 == 2,9 cm

Lungimile absolute pentru r, si r' se determina tindnd cont ca diametrul real al galetii este de
30cm . Astfel se obtine

{ro =55cm 42)

r'=80cm

Conform enuntului, fotografia a fost realizaté de un tanar cu inaltimea de 1,70m, stand in picioare

langa galeatd. Se poate estima ca in timpul realizarii fotografiei, tanarul a tinut aparatul de
fotografiat intr-o pozitie aflatda cu 40cm mai jos decéat varful capului. De asemenea, se apreciaza

ca suprafata libera a apei din galeata este situata la circa 30cm fata de podea.
in aceste conditii se estimeaza ca valoarea inaltimii h este

h=100cm (43)
Din relatiile (40), (42) si (43) se obtine
’ (44)
Iy =758cm

Avand in vedere ca solutia acceptabila din punct de vedere fizic este cea pentru care r >r’,
rezulta ca

r,=852cm (45)
In aceste conditii
g 550
" 852 (46)
q, =065

Efectuand calculele se obtine o densitate a pepenelui de 0,961g / cm® . Luand in considerare doua
cifre semnificative, estimarea pentru densitatea pepenelui este

p,=096g/cm? (47)
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,Cresterea” razei ecuatoriale a pepenelui datoritd considerarii efectului spatial, conduce la
scaderea valorii parametrului q si implicit la cresterea valorii determinate pentru densitate. Variatia

relativa a densitatii estimate la sarcinile de lucru 1e si 2b este de aproximativ 2% .
Relatia (47) reprezinta raspunsul la sarcina de lucru 2b.

Sarcina de lucru 3

3a. In cadrul modelarii ce ia in consideratie separarea spatiald dintre planele orizontale care contin
cercul de intersectie a suprafetei apei cu pepenele si respectiv cercul ecuatorial al acestuia,
precum si refractia luminii, raza aparenta a pepenelui este BD' (figura 8).

A

.

=
> /
e |

of " “r
[ l: E
bl r L
Figura 8
La trecerea luminii din aer (n ,,, =1) in apa
sin6, = n - sin O (48)
in AABD’
sinf, = 8D
AD'
. (49)
sinf, =

Intrucat aparatul de fotografiat este plasat destul de sus in raport cu suprafata apei din galeata,
astfel incat sa inregistreze latitudini apropiate de cercul ecuatorial al pepenelui se poate aproxima
liniaD'E ca ipotenuza a triunghiului D' FE . Astfel

Sin 6 _EF
D'E
. EF (50)
Sinbg = ————
D'F? + EF?
EF=r-r' (51)

Avand in vedere ca
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D'F=0B (52)

sica
OB =+0C? - BC? (53)
se obtine

D'F=r*-r’ (54)

Combinand relatiile (50), (51) si (54) rezulta

sin O = (55)

Substituind relatiile (49) si (55) in relatia (48) se obtine

I r

r r—r
2 2 =n 2 2
Jr'“+h \/rz—ro +(r—r")

Relatia (56) sau o relatie echivalenta acesteia reprezinta raspunsul la sarcina de lucru 3a.

(56)

3b. Ridicand la patrat ambii membri ai ecuatiei (56) si ordonand dupa punerile descrescatoare ale
razei r se obtine

[n2 -(h2 +r'2)—2-r'2]-r2 —2-r'-[n2 -(h2 +r'2)—r’2]-r+r’2-[n2 -(h2 +r'2)—r’2+r02]=0

(57)
inlocuind in relatia (57) valoarea indicelui de refractie al apei
4
3 (58)

valorile estimate prin relatia (42) pentru razele r, si r' precum si valoarea estimata prin relatia (43)
pentru inaltimea h si rezolvand ecuatia de gradul al ll-lea Tn raport cu variabila r se obtin solutiile

ry m =7,68cm
(59)

Intrucat r>r' solutia acceptabila din punct de vedere fizic este
r, =8,38cm (60)

in aceste conditii

q., = 5,50
=838 61)

Efectuand calculele se obtine o densitate a pepenelui de 0,9599/Cm3. Luand in considerare doua
cifre semnificative, estimarea pentru densitatea pepenelui este

p iy =096g/cm’ (62)

Relatia (62) reprezinta raspunsul la sarcina de lucru 3b. Valoarea este identica aceleia determinate
in ipotezele din cadrul sarcinii de lucru 2b.
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3c. Compararea valorilor estimate pentru densitatea pepenelui in cadrul sarcinilor de lucru 2b si 3b
indica faptul ca luarea in considerare a fenomenului de refractie nu influenteaza semnificativ
rezultatul acestei estimari.

Sarcina de lucru 4

4a. In conditile impuse la sarcina de lucru 3, raza sferei care modeleazad pepenele este
r =8,38cm, iar valoarea raportului q este q ,, = 0,66.

In conformitate cu relatia (18), inaltimea calotei pepenelui, care se afla situata in aer are valoarea

n, =838 (1 —/1-(0,66) ) cm

(63)
Valoarea din relatia (63) reprezinta raspunsul la sarcina 4a.

4b. La o apasare a pepenelui care produce o cufundare suplimentara An, Ah << h, apare o forta
indreptata vertical in sus (forta arhimedica determinata de volumul de lichid dezlocuit suplimentar).

Volumul dezlocuit la echilibru are expresia V()= (z/3)- (4r® —3r-#% +#°) unde % are valoarea
i, din relatia (63).

Pentru o inaltime a calotei situate in aer, avand valoarea % — An volumul cufundat este notat cu
V(i — An)

Diferenta dintre cele doua volume este

_V

V(n - an)-V(n) — AR) (64)

Forta arhimedica F," are expresia

dv
FA':(V(h)_V(h_Ah))'Po‘g:Po'QE'Ah (65)
Din relatia (15) se obtine
& —zn-(er-1) (66)

Din combinarea relatiilor (65) si (66) rezulta
Fy'=—po-gr -h-(2r 1) An (67)

Aceasta forta este de fapt o forta ,de revenire”’, F,'=—-K:Ah caracterizata de o ,constanta de
elasticitate” K . Din relatiile (66) si (67) se obtine

K=py-gr-h-(2r-n) (68)
Masa pepenelui este
4 3
3P (69)
Prin urmare, pulsatia micilor oscilatii are expresia
K
) = —_
M

(70)

Relatia (70) reprezinta raspunsul la sarcina de lucru 4b.
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4c. Ecuatia micilor oscilatii este
— (AR)+ @® - AR=0 (71)
Relatia (71) reprezinta raspunsul la sarcina de lucru 4c.

4d. Valoarea numerica a pulsatiei este

3 1 981
= |———-—:0,25-175
@ \/ 4096 838 (72)
w=6,33rad/s
2r
T==
1) (73)
T =1s
Intervalul de timp in care pepenele efectueaza 20 de oscilatii are valoarea
t=20s (74)

Relatia (74) reprezinta raspunsul la sarcina de lucru 4d.

Observatie:

Pentru a verifica rezultatele estimarilor din aceasta problema s-a determinat experimental
densitatea pepenelui, pentru care a fost realizata fotografia din figura 1. Astfel s-a masurat masa
pepenelui cu ajutorul unui cantar electronic gi volumul de apéa dislocuit de pepene, cénd acesta a
fost complet cufundat in galeata plina cu apa.

Valoarea densitatii pepenelui, determinata experimental, a fost p ,,=0,96g - cm™.
Potrivirea perfectd dintre rezultatul estimarii densitétii pepenelui si cel obtinut experimental se

datoreaza faptului ca pepenele la care face referire aceasta problema a fost aproape sferic si

pentru ca densitatea pepenelui este destul de apropiata de unitate. Conform reprezentarii grafice
din figura 6, valoarea L 0,96 se situeaza in domeniul pentru care curba L - f(q) descreste
Lo Lo

lent, astfel ca incertitudinea in determinarea densitéatii p a pepenelui, datoratd incertitudinii in
determinarea raportului q este foarte mica.
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