Problema 1, Mecanicd  IPhO Hanoi — pentru Bacdu, septembrie 2008

1 Piua de decorticat orezul actionata hidraulic

1.A  Solutia Problemei
Piua hidraulica de decorticat orezul are parametrii prezentati in Figura 1.1. Masa balansoarului
(inclusiv batatorul dar fara apa) este M = 30kg . Centrul de masa al balansoarului este G .

Balansoarul se roteste in jurul axei T (proiectata in figurd in punctul T ). Momentul de inertie al
balansoarului in jurul lui T este /=12kg-m?*. Distanta dintre linia GT si fata de sus a
balansoarului este h'= 0,08 m. Cand in caus este apa, masa apei se noteaza cu m si centrul
de masa al apei este notatcu N .

Gileati -] | | Balansoar
Batator
8 cm
&
Piud
Figura 1.1

Unghiul de inclinare al balansoarului fatd de orizontala este « . Dimensiunile balansoarului i
causului sunt indicate de asemenea in Figura 1.1. Se neglijeaza frecarile la ax si forta datorata
c&derii apei in cius. In problem& se consider suprafata apei ca fiind mereu orizontala.

1.A.1 Determinarea parametrilor de structura ai pivei

1.A.1.a  Calculul distantei dintre centrul de greutate al balansoarului si axul de rotire.

Conform enuntului, masa de apa din causg in momentul in care balansoarul incepe sa se roteasca
este m = 1kg . Volumul apei din caus este (presupunand — rezonabil - ca densitatea apei este

Pops = L000kg / m?)

V =1000cm® =107°m?® (1.1)
L=Tdom
V4
= T5om | .
¥ =300 AL f=15am
o h=12am
y=30 " L
Figura 1.2
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Ca in figura, sectiunea in caus perpendiculara pe axul balansoarului este un trapez dreptunghic.
Diferenta ¢ dintre lungimea bazei mari (de sus) a sectiunii $i lungimea bazei mici (de jos) este
corelata cu inaltimea sectiunii trapezoidale prin relatia

tgy =11 (1.2)
Q}’—g :

Prin urmare, lungimea bazei mici d a sectiunii prin caus este
d=L-h-ctgy (1.3)

Valoarea numerica a acestei lungimi este

1.4
d=053m (14

{d =(0,74-012-ctg30)m
Evident, in situatia descrisa de enunt (atunci cand balansoarul incepe sa se roteasca — dupa ce a
avut fata de jos a causului n pozitie orizontald) causul nu este neapérat plin cu apa. inaltimea ¢
pana la care causul este plin cu apa se poate determina cerand ca volumul causului umplut pana
lainaltimea ¢ safie V.

Volumul causului este dat de produsul dintre aria sectiunii sale trapezoidale S si [atimea sa

trapez

b (dimensiunea causului pe directia paralela cu axul balansoarului)
Deoarece aria trapezului este data de produsul lungimii inaltimii prin semisuma lungimilor bazelor

Suapez = € [(d)+ (0 +c-ctgy)}/2 (1.5
volumul de lichid din caus are expresia

V=b-S,,, = % [(d)+(d + - ctgr)]

(1.6)
V = bod + 2697 2
si deci
Cz+c?d .C_bzc.z}/ =0
gy -Clgy (17)
.24 _ 2V _,
V3 7 b3

vooA v

C=—d+\/d2+2\/§-V/b .
= |
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Valoarea numerica a inaltimii la care apa se ridica in caug in momentul inceperii rotirii este

053 ++/053% + 24/3.0,001/015

cx ~ 0,0123
\/§ (1.9)
c=0,0Im
H o
K
R Q' 0
X ¥ s
P d K
‘ry
Figura 1.3

Comparand dimensiunile causului cu inaltimea stratului de apa, rezulta ca acest strat este foarte
subtire — de grosime neglijabila.

in sistemul de referinta reprezentat in imaginea din Figura 1.3, in care este prezentata forma
sectiuni in apa din cdus, centrul de greutate al dreptunghiului OQ'PK cu aria

S = ¢ - d este plasat in punctul de coordonate (xdreptun ohi Y creptungh )=(c/2,d/2).

dreptunghi

Coordonatele varfurilor triunghiului R'QP  sunt

R'(d +c-ctgy,0)
Q' (d, 0) (1.10)
P (d, c)

Prin urmare coordonatele centrului de greutate al triunghiului (care are aria

S =c?.ctgy/2) sunt

triunghi

( )_ X+ Xp+Xq Ve t+VYptVYq
X Gtriunghi ? y Gtriunghi ] — 3 ’ 3

(XGtriunghi ’ yGtriunghi ) = (d + (C/S) Ctg}/! 0/3)

(1.11)

Tabelul1.1. cumuleaza datele referitoare la cele doua parti care constituie sectiunea trapezoidala a
causului
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Tabelul 1.1
Suprafata

Xparte ypanfe
c.ctgy/2 | d+(c/3)-ctgy | c/3
c-d d/2 c/2

Pentru o ,placa pland” compusa din K bucati avénd fiecare centrul de greutate plasat in
(xG,, yG,) si suprafata S, centrul de greutate are coordonatele

3 (1.12)

Y =

Folosind notatia

c
o= rh ctgy (113

6=004

coordonatele (in planul perpendicular pe axa) ale centrului de greutate N pentru ,placa”
trapezoidala de apa vor fi

_ (02/2)- ctgy - (d +(c/3)-ctgy)+c-d?/2
Guapez = (c?/2)-ctgy +c-d

2

; c, 1.0 02 (1.14)
y _ﬂ_1+d ctg}/+3 pE ctg}/:g. 148
Gtrapez — -
2 1+1.3.ctgy 2 1+(12)s
2 d
respectiv
¢ i ct +CZ d
y 3 2 9 2
Gtrapez C2
3 ?-ctgy+c-d (1.15)
y =£.M
\ G trapez 2 1+ (]/2)6

Valorile numerice corespunzatoare sunt
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{xet,apez ~047m
(1.16)

yG trapez = 07006 m

Centrul de greutate al apei din caus se afla sub linia TG determinata de ax si centrul de greutate
al balansoarului dar bratul greutatii apei este HT, (H fiind proiectia verticala a punctului N

pelinia TG)adicd Xgape;

HT = XGtrapez (1'17)

Conditia de echilibru a balansoarului cere egalitatea momentelor determinate de greutatea
balansoarului $i greutatea apei din caus adica

HT -m-g=TG-M-g (1.18)
si prin urmare
TG =(m/M)-HT (1.19)

cu valoarea numerica

TG = i 0,47 =0,0157m
30 (1.20)*

TG =0,016m

1.A.1.b  Determinarea plajei de inclindri pentru care causul ,da pe-afard”

Stiind ca apa incepe sa curga din caus atunci cand unghiul dintre balansoar si axa orizontala de
coordonate atinge valoarea «, sica causul se goleste complet atunci cand acest unghi devine
a, se cere determinarea valorilor acestor doua unghiuri. Se presupune ca, dupa momentul in
care se atinge egalitatea momentelor greutatii apei si greutatii balansoarului, balansoarul incepe
sa se roteasca ridicand pistilul si ca, in cursul acestei ridicari,cantitatea de apa care se adauga
celei existente in caus este neglijabila.

Figura 1.4
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Deoarece stratul de apa din caus este foarte subtire in momentul in care balansoarul incepe sa se
roteasca, se poate admite ca in momentul in care apa incepe sa curga din caus sectiunea
perpendiculara pe ax a volumului de apa din caus este triunghiulara — ca in figura 1.4. Prisma
triunghiulara de apa are inaltimea b; baza triunghiulard a prismei are baza PBsi inaltimea
RS=h.

Figura 1.5

Din considerente geometrice volumul prismei de apa din caus in momentul in care apa incepe sa
curga este

PB
V=m/p,, =b-h-7 (1.21)
si deci
PB=2m/p,,-h-b (1.22)

Valoarea numerica a lungimii PB a zonei acoperite de apa cand apa incepe sa curga din caus
este

PB=011m (1.23)
mai mica decét lungimea d a fetei de jos a causului. (Ipoteza ca apa se ageaza intr-o forma de

prisma triunghiulara este prin urmare corecta)
Deoarece unghiul RPS = y , in triunghiul ARPS

SP = h-ctgy (1.24
in ARBS
tga, = h = 1 (1.25)
I " h-ctgy+PB  ctgy + PB/h '
Numeric,
f =0,377
9% (1.26)*
a, = 20,6°
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La rotirea cu 30° fata de jos a causului devine orizontala si apa curge in intregime. Prin urmare
a, =30°

(1.27)*

1.A.1.c  Determinarea unghiului de inclinare B pentru echilibrul momentelor fortelor care
actioneazd asupra balansoarului

Se pune problema determinarii unghiului B de inclinare a balansoarului la care, cantitatea de

apa din caus este suficientd pentru a determina un moment total nul al fortelor de greutate care

actioneaza asupra balansoarului. Spre deosebire de situatia analizata anterior in care balansoarul

se afla in pozitie orizontald iar sectiunea apei din cdus era trapezoidald, in aceastd noua situatie

balansoarul este inclinat iar sectiunea apei din cdus este triunghiulara — ca in figura 1.6.

Figura 1.6

Daca se noteaza PB = x masa de apa din caus este

_Xx-h-b

) o Pans (1.28)

Sectiunea perpendiculard pe axul de rotatie a prismei de apa din céus este triunghiul PBR.
Centrul de masa N al apei este localizat la doua treimi de varful R pe mediana RA.
Deoarece inaltimea caugului este h =012m rezultd ca, din motive de asemanare, N se afla
la 2h/3 de fata de sus a cdusului adica la h'=0,08m. Deoarece conform desenului din
figura 1.1. centrul de greutate al balansoarului si axul de rotatie se afla de asemenea la distanta
h'=0,08m de fata de sus a balansoarului, rezulta ca punctele N,T,G sunt coliniare.

Conditia ca momentul total care actioneaza asupra balansoarului s& fie nul revine — in aceste

conditii - la
(mg)xTN+(Mg)xTG =0 (1.29)
sau

m,-|TN|-sin g = M-|TG|-sin B

1.30
m,-[TN|= M -|TG| (130
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Asa cum a fost deja calculat
M-|TG|= 300,016 = 0,48kg - m (1.31)

in triunghiul RSA SP = h-ctgy si deci

SA=SP +PA=x/2+h-ctgy (1.32)
in concluzie

2 2
EN = 3 SA = 3 (x/2+ h-ctgy) (1.33)
si deci
TN=L+a—§-(x/2+h-ctg}/) (1.34)
sau

TN =0,74+0,20 —%-(x/2+ 012-3)
(1.35)
TN =~ +080

Conditia de moment nul revine la

m,-TN = 0,48
9x(0,80 - gj - 0,48 (1.36)

3x?-720x+048 =0

Solutiile ecuatiei sunt

{xl =233m
(1.37)

x, =0068m=0,07m

Deoarece baza triunghiului nu poate depasi lungimea cdusului, solutia x;, > 0,54 m nu poate fi
acceptata si deci

x =0,068m=0,07m (1.38)
Masa de lichid din caus in momentul anularii momentului care actioneaza asupra balansoarului
este

m, = 9x = 0,61kg (1.39)*
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Fata RB a lichidului fiind orizontala,

VRBS = j (1.40
si

h
tgf = tg(VRBS) = — 1.41
9p =tg(VRBS)= (1.41)

Valoarea unghiului g este

012
tgp = ! =043
9k 0,12-+/3 +0,068 (1.42)*
B =2351°=236°

1.A.2 Determinarea parametrilor care descriu situatiei in care piua lucreaza

in situatia in care apa curge in caus cu un debit @ constant si mic si cantitatea de apa care
curge in caus in cursul miscérii balansoarului este neglijabila se poate studia dependenta
momentului care actioneaza balansoarul de unghiul de rotire a acestuia fata de orizontala.

1.A.2.a  Schita graficului u(a)

Un grafic calitativ se poate trasa pe baza indicatiilor din enunt referitoare la functionare si a
valorilor numerice pentru unghiurile de inclinare si momentele greutatii in pozitile cheie ale
balansoarului. Deoarece valorile importante ale unghiurilor de inclinare sunt deja cunoscute din
(1.26), (1.27) si (1.42), pentru inceperea trasarii graficului ,u(a) al momentului g, ca functie de
unghiul a in cursul unui ciclu de functionare trebuie scrise explicit valorile pentru ,u(a)
corespunzatoare unghiurilor «,, a, si a=0.

Initial, atunci cand balansoarul este in pozitie orizontala iar in caus nu este apa de loc, momentul
care actioneaza asupra balansoarului I-ar face sa se incline cu capatul avéand pistilul in jos. Se va
considera i continuare ca unghiul de rotire de acest tip este negativ. in aceasts situatie unghiul de
inclinare a balansoarului este @ = 0 iar momentul care actioneaza asupra balansoarului este
determinat numai de greutatea proprie i are valoarea

ula=0)=M-g-TG (1.43)

Valoarea numerica a momentului este

=0)=30%x9,81x0,016N-m
{” (@=0) XSO (1.44)*

pla=0)=47IN-m

Pe masura ce apa curge in caus, apare un moment datorat greutatii masei de apa acumulate in
caus. Acest moment produce o descrestere a momentului total — initial negativ — care actioneaza
asupra balansoarului. In momentul in care in caus se acumuleazd masa de apd m = 1kg,
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momentul trece prin zero si apoi devine usor pozitiv iar balansoarul incepe sa se incline (cu
capatul care poarta causul in jos). Din acest moment cantitatea de apa din caus ramane constanta
(conform enuntului) dar, datorita faptului ca centrul de greutate al apei se indeparteaza de ax, se
produce o crestere a momentului pozitiv total. Aceasta crestere continua pana in momentul in care
apa incepe sa curga afara din caus. Conform calculelor anterioare care au condus la relatia (1.27)
acest lucru se petrece atunci cand a = o, = 20,6°.

Daca se rescrie relatia (1.25) pentru aceasta situatie si se tine seama c4, in conformitate cu Figura
1.5 PB=011m rezultd ca

TN = L+a—§-(PB/2+h-ctgy)
(1.45)

TN =0,74+0,20 - % -(011/2+012x+/3)= 0,76m

in situatia respectiva momentul care actioneaza asupra balansoarului este maxim si are expresia

wla)=(m-TN-M-TG)-g-cos(e,) (1.46)
Valoarea numerica a momentului maxim este

u(e,)=(1,00-0,76 —30-0,016)- 9,81- cos(20,6°) = 258 N - m (1.47)
Prin urmare,

to = 1(20,6°)= 258N -m (1.48)*

Dupa ce atinge marginea de sus a causului apa incepe sa curga si ca urmare momentul
determinat de apa din cius scade. in situatia in care unghiul de inclinare al balansoarului atinge
valoarea data de relatia (1.42) adica a = f = 23,6°

momentul total care actioneaza asupra balansoarului este nul
u(23,6°)=0 (1.49)

Pentru inclinarea a, pentru care causul este complet gol singurul moment care actioneaza
asupra balansoarului este cel determinat de greutatea proprie avand expresia,

,u(a2)= M-g-TG-cosa, (1.50)

si valoarea numerica
#(30°)=30%9,81x0,0157 x+/3 /2 = 400N - m (1.5

Cu valorile numerice gasite, timpii evolutiei momentului ca functie de cantitatea de apa din caus i
de valoarea unghiului de inclinare sunt prezentati calitativ in Figura 1.7

o Initial, cand causul este goala si balansoarul orizontal, momentul datorat in intregime
greutatii proprii are valoarea data de (1.44)
o Pe masura ca apa curge in caus, ea determina aparitia unui moment de sens contrar
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(considerat pozitiv) astfel incat in momentul in care apa din caus atinge inaltimea ¢ = 0,01m
momentul se anuleaza (punctul O in graficul din figura 1.7 ), balansoarul incepe sa se incline si
ulterior, datorita deplasarii apei spre partea inclinata a causului momentul creste din ce in ce mai
repede — pana la atingerea situatiei descrise de punctul A din Figura 1.7.

27 @

E

z

g

5

20,6 % Unghi(grade)
4,64:05? @
4,6 ©
G,
Figura 1.7

o Cand - datorita inclinarii — apa incepe sa curga din caus momentul incepe sa scada —
situatie reprezentata prin partea AB a graficului din Figura 1.7.
o Dupa ce la unghiul B = 23,6° momentul total devine nul — punctul B in imagine -

balansoarul continua sa se roteasca datorita inertiei pana cand apa din caus curge in intregime
situatie prezentata in punctul C. Pentru inclinatia de 30° momentul care actioneaza asupra
balansoarului are valoarea data de (1.51)

. Tinand seama de descrierea functionarii pivei aga cum este facuta in enunt, balansoarul
va continua sa se miste in sensul maririi unghiului de inclinare pana la atingerea unei inclinari
maxime, @, - punctul D in imagine. In aceastd poziie momentul care actioneazd asupra
balansoaruluiva fi u(e,)=M-g-TG-cosa,

o Ulterior, unghiul de inclinare incepe sa scada si balansoarul evolueaza spre orizontala sub
actiunea momentului datorat greutatii proprii.

. Céand se atinge din nou orizontala, momentul care actioneaza balansoarul este momentul
datorat greutatii proprii (0)=M-g-TG = 4,62N-m -punctul E in imagine.

Descrierea analitica a fiecarei portiuni din grafic nu se poate face fara cunoasterea tuturor
caracteristicilor pivei. In continuare va fi prezentatd o descriere analitica a evolutiei momentului
care actioneaza asupra balansoarului pentru cele trei zone distincte ale evolutiei - ca functie de
inclinare:

o Zona de inclinari in care apa se migca in caus fara sa curga
o Zona de inclinari in care apa curge din caus
o Zona de inclinari in care balansoarul se migca avand causul gol

Prima parte a migcarii balansoarului, aceea in care apa ocupa un volum cu sectiunea
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paralelipipedica este — practic — neimportanta deoarece grosimea c¢ a stratului de apa la
inceperea rotirii este foarte mica. Astfel, deoarece stratul de apa din caus este foarte subtire, la
inclinarea balansoarului, se ajunge rapid la situatia in care sectiunea volumului de apa cu un plan
perpendicular pe axa de rotire este triunghiulara. Pentru descrierea situatiei se poate folosi un
sistem de referinta cu axa Ox continuta in planul bazei causului si cu axa Oy trecand prin axul de
rotire al balansoarului.

orizontala *-V//’W

Figura 1.8
Conform enuntului
(RD=SC=L=0,7400m
DC=RS=h=01200m
{ET =a=0,2000m (1.52)

VDRP =y = 30°
|DE = h'=0,0800m

Din calculele deja efectuate

SP =RS-ctgy =012-+/3 =0,2078m
PC=d=05322m (1.53)
TG =0,0157m

Volumul de apa din caus este — de la inceputul rotirii balansoarului si pana cand apa incepe sa

curgadincaus - V=m , =0,001m® iar aria sectiunii triunghiulare a volumului ocupat de
papa ;

apaeste S =V/b=0,0066m?>. Folosind notatia

PB=x
rezulta ca
x-R'S'=2-S
R'S'=0,0133/x (1.54)

S'P = R'S"ctgy = 0,0231/x

Situatia in care apa incepe sa curga din caus este aceea in care
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R'S'=RS (1.55)

Domeniul de valori pentru x in care analiza care urmeaza este adecvata este

{(0,0133/RS) <x<d (1.56)

01108 < x < 05322

Deoarece
VR'BS'=a (1.57)

se poate scrie ca

0,0133 (1.5

o=—""—>
0,0231+ x

Cu valorile admisibile pentru x din rezulta ca

{0,0434 < tga < 0,3759
(1.59)

2,48° < a < 20,6°

Cafunctiede a, x se scrie —conform (1.58) - sub forma

x =,/0,0133- ctga — 0,0231 (1.60)

Daca | este piciorul medianei din R' a triunghiului AR'PB coordonatele sale in sistemul de
coordonate ales sunt

{x, =0OC+CP-Pl=a+d-x/2=0,7322—x/2 1)
y, =0 .
iar coordonatele punctului R' sunt
Xe =0C+CP+S'P=a+d+0,0231/x =0,7322+0,0231/x 6
Yr =S'R'=0,0133/x (162

Coordonatele centrului de greutate N al apei (situat pe mediana, la 2/3 de varf si o treime de
baza) respecta relatiile

Xn =X, — Yn=Y, =1
Xe =X Y=Y, 3

(1.63)

si au expresiile
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x 0,0077
Xy =Xz —Xx,)/3+x,=0,7322 - —+ ——
N ( R l)/ 1 3 X (1l64)
Yy =Yg /3 =0,0044 /x
Proiectia axului de rotatie T are coordonatele
x; =0
(1.65)
y; =0,0400

In sistemul de coordonate considerat vectorul de pozitie al centrului de greutate N al apei este

-

J i (0,0044/ X — 0,0400)- J (1.66)

TN = (0,7322 -3+ 00077

in acelagi sistem forta de greutate a apei se scrie

B ——

m-g=m-g-sina-7—m-g-003a-] (1.67)

Momentul greutatii apei este

((—— _ —_—

Hng =TNxmg
By =—M- Q- [(0,7322 - % + 0’0077) -cosa + (0,0044/x — 0,0400)- sin a} -k
X
<
4, - 981 07322 10,0133 - ctga —00231 0,0077 cosq
3 /00133 - ctger —0,0231

+9,81-(00044/,/00133 - ctgar — 00231 - 0,0400)- sina

(1.68)*
Momentul greutatii Mg a balansoarului determina momentul
=-Mg-TG-cosa
Hue g (1.69
My =—4,6205cosa
Momentul total care actioneaza asupra balansoarului pentru inclinari in domeniul
2,48° < ¢ < 20,6° (1.70)

este
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ﬂ(a) = ﬂmg + /'lMg

133 ctga — 00231
,u(a)=9,81-[0,2612—\/0’0 33- ctga — 00231 _ 00077 }.Cosa

3 /00133 - ctger — 0,0231
+981. (0,0044/ 40,0133 - ctgar — 0,0231 - 0,0400)- sina

(1.71)
Formula aproximativa (1.72) obtinuta prin rotunjirea numerelor din expresia (1.71)
1 -0,02
pla)=981-|| 026 - (001 ctga 002 , 001 .cosa -004-sina
3 \/0,01- ctga — 0,02
(1.72)

poate fi folosita pentru schitarea unei dependente a momentului de unghi in domeniul
2,48° < ¢ < 20,6°
Respectiva dependenta este prezentata in figura 1.9.

3.0+

: * h:‘lomen1=.l.{unuhili

254

204

Moment{kgm's ")

T T T T 1
(] 5 10 15 20 25
Unghi(grade)

Figura 1.9

Pentru determinarea dependentei momentului care actioneaza asupra balansoarului de unghiul de
inclinare al balansoarului fata de orizontald dupa ce lichidul din caus incepe sa curga, se pot
reface corespunzator calculele deja efectuate la punctul C1.c.. Astfel , folosind desenul din figura
1.10, cu notatia

Figura 1.10
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PB = x, masa de apa din caus este

_x-h-b.

1 2 p apa

(1.73)

Domeniul de valori pentru x avut in vedere este

0< x<01108 (1.74)
Deoarece

RS h
SP+x x+h-ctgy
012 01200
lga = =
X+012-4/3  x+0,2078

tga =
(1.75)

domeniul de valori ale unghiului de inclinare a balansoarului este determinat de

{0,3766 <tga < 05774
(1.76)

20,6° < a < 30°

Din relatia (1.75) rezulta i

{x =h- (Ctga - CZ‘Q}’) (1.77)

x =01200(ctga —/3)

Sectiunea perpendiculara pe axul de rotatie a apei din caus este triunghiul PBR . Centrul de
masa N al apei este localizat la doua treimi de varful R pe mediana RA . Deoarece inaltimea
causului este h=012m rezultd ca, din motive de asemanare, N se afld la 2h/3 de fata
de sus a causului adica la h'= 0,08 m. Deoarece conform desenului din figura 1.9 centrul de
greutate al balansoarului gi axul de rotatie se afla de asemenea la distanta h'= 0,08 m de fata
de sus a balansoarului, rezulta ca punctele N,T,G sunt coliniare.
in triunghiul RS/ SP = h-ctgy si deci

SI=SP+Pl=x/2+h-ctgy (1.78)
in concluzie

2 2
EN=3-SI =§-(X/2+h-ctgy) (1.79)
si deci

2

TN=L+a—§-(x/2+h-ctg}/) (1.80)
sau
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TN = 0,74+ 0,20 —%-(x/z +012-43)

(1.81)
N = ‘% +08014
Conform relatiei (1.73)
m, = X 012:015 455
2 (1.82)
m, = 9x
Asa cum a fost deja calculat
M.g-|[TG|=30-9,81-00157 = 4,6205 kg - m’ - s> = 4,62 kg - m* - s (1.83)
Momentul total care actioneaza asupra balansoarului este
wlar)=(mg)x TN+ (Mg)x TG (1.84)
pla)=m,-g-|[TN|-cosa-M-|TG|- g -cosa (1.85)
ulx,a)= 9,8](9x : (0,8014 - 5) - 0,4710) .cosa
3 (1.86)

ple) = 981§10814(ctgar - v3)- [08014 — 004(ctger - v3)]- 0.4710} cos

Reprezentarea grafica a dependentei (1.86) in domeniul 20,6° < & < 30°in care apa curge din
caus este prezentata in figura 1.11

* * Iﬁ.!c'rlnént?l.{ur'l{;'h:l.j:

Moment{kg m’s7)

n k G L o - |..
L 1 L L L 1

. T T . T
20 2 24 3 28 0
Unghi{grade)

Figura 1.11

in capetele domeniului momentul are valorile
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20,6°)= 27N
{” ( ) m (1.87)

4(30°) = ~4N-m

Momentul datorat greutatii proprii a balansoarului (care actioneaza asupra balansoarului atunci
cand causul este goala) are — pentru balansoarul in pozitie orizontala -  valoarea (1.83)

Hyg =462kg-m*.s7*

in tabelul 1.2 sunt cumulate valorile calculate ale momentului care actioneazi asupra
balansoarului ca functie de unghiul de inclinare fata de orizontala al | acestuia
Tabelul 1.2

Nr | Unghi | Moment | Nr | Unghi | Moment | Nr | Unghi | Moment

1.]2 0.72115 | 22.| 125 2.2361 1. ] 205 2.81567

2. | 25 0.95524 | 23.| 13 226502 | 2. | 206 2.71176

3.3 1.13169 | 24.| 135 229329 | 3. | A 2.30516

4. | 35 1.271173 | 25.| 14 232105 | 4. | 215 1.81648

5 |4 1.38702 | 26.| 14.5 234839 | 5. | 22 1.34849

6. | 45 1.48455 | 27.| 15 237545 | 6. | 225 0.90014

7. 15 1.56884 | 28.| 15.5 240234 | 7. | 23 0.47045

8. | 55 1.64293 | 29.| 16 242916 | 8. | 235 0.05851

9. |6 1.70898 | 30.| 16.5 245604 | 9. | 24 -0.33653

10.| 6.5 1.76855 | 31.| 17 248309 | 10.| 245 -0.71547

11.) 7 1.82282 | 32.| 17.5 251045 | 11.| 25 -1.07903

12,1 75 1.87269 | 33.| 18 253824 | 12.| 255 -1.42791

13.| 8 1.91888 | 34.| 185 2.56662 | 13.| 26 -1.76276

14.| 85 1.96194 | 35.| 19 259574 | 14.| 26,5 -2.08418

15,1 9 2.00234 | 36.| 195 262578 | 15.| 27 -2.39274

16.| 95 2.04046 | 37.| 20 2.65696 | 16.| 27.5 -2.68896

17.1 10 2.07661 | 38.| 20.5 2.6895 17.) 28 -2.97334

18.| 105 211106 | 39.| 20.6 2.6962 18.| 285 -3.24636

19| 1 2.14404 | 40.| 21 272369 | 19.| 29 -3.50845
20.| 1.5 217576 | 41. 20.| 29.5 -3.76003
21.| 12 2.20639 | 42. 21.| 30 -4.00148

Reprezentarea grafica a datelor cumulate (si racordate) din cele doua domenii este prezentata in
figura 1.11
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Moment=f{unghi)

Moment(kgm's )

T T T T T T
] 5 10 15 20 25 30
Unghi(grade)

Figura 1.12

Asa cum se poate observa atat din Figura 1.11 cat si din Figura 1.12 momentul se anuleaza pentru
unghiul g = 23,6° -unghi determinat anterior la punctul A.1.c.

in portiunea a treia a evolutiei - aceea in care causul este complet gol -momentul care actioneaza
asupra balansoarului este momentul greutatii proprii care are expresia

{u(a)z ~M-g-TG-cosa 189

,u(a) =-4,62-cosa

Cu causul gol balansoarul isi mareste inclinarea pentru un mic interval de unghiuri dupa care
evolueaza catre orizontala.

Reprezentarea grafica a momentului ca functie de inclinare — pentru balansoarul cu causul gol
este prezentata in figura 1.13

Moment{Nm)

5 D | ™" T T T 1
o 5 10 15 20 25 30 35 40

unghi(grade)

Figura 1.13

Completat cu noua portiune, graficul 1.12. al evolutiei momentului ca functie de inclinare este
prezentat in figura 1.14.
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Moment{Nm)

T T T T T T T 1
(] 5 10 15 20 25 30 -] a0
Inclinare{grade)

Figura 1.14

Desi nu corespunde in detalii graficului din Figura 1.14., graficul calitativ din Figura 1.7. permite
descrierea corecta a dependentei momentului de inclinare.

1.A.2.b Interpretarea geometricd a energiei date de momentul total al greutdtii si a lucrului
mecanic transferat batatorului
Folosind graficul trasat la punctul se poate determina valoarea energiei totale W,,,,, produsa

de ,u(a) si se poate gasi lucrul mecanic W,,,, care este transferat de la batator la orez.

Daca se noteaza cu ¢ bratul fortei de greutate F, si cu (6¢) deplasarea infinitezimald a

punctului de aplicatie al acestei forte, produsul u(a)-de dintre momentul fortei de greutate si
rotirea infinitezimald da se poate rescrie ca

ula)-da=F,-t-cosa-da=F,-(5)-cosa = dL (1.89)

Evident, u(e)-da , este lucrul mecanic dL efectuat de momentul w(e) la o rotire
infinitezimala da

Lucrul mecanic L, preluat de balansoar in cursul unui ciclu OABCDCEO efegtuat de
balansoar este aria suprafetei delimitata de ,linia” dependentei (a). Trebuie avut in vedere ca
aria este pozitiva daca este parcursa de la sténga la dreapta in cadranul 1 sau de la dreapta la
stdnga in cadranul 4. Deoarece lucrul mecanic produs de partea din momentul total datorata

actiunii momentului greutatii balansoarului fara apd este egal cu variatia energiei potentiale
gravitationale a balansoarului, lucrul mecanic L este egal cu variatia energiei cinetice a

total

balansoarului.
Ltotal = §ﬂ(a) -da (1'90)

Renunténd la portiunea CDC care (deoarece este parcursa inainte si inapoi) aduce o contributie
nuld, aria care trebuie considerata pentru calculul L, este aceea delimitata de ,linia” OABCEQO

din Figura 1.7.
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Energia pe care balansoarul o transfera pivei este egala cu lucrul mecanic pe care balansoarul il
capata de la cdmpul gravitational datorita actiunii momentului greutatii proprii cand se migca intre
pozitia de inclinare «, i orizontald. Pe portiunea respectiva

pla) = uMg(a)= M-g-TG-cosa (1.91)

si castigul de energie al balansoarului care va fi transferat ca lucru mecanic efectuat asupra
orezului din mojar este

0
Loce = —_[M-g-TG-cosa-da = —MgTGsinoz|Zo =M-g-TG-sing,

Loce =4,62-sine,

(1.92)

1.A.2.c  Estimarea unghiului maxim de inclinare a bétatorului

Graficul momentului x ca functie de « (din Figura 1.7) permite estimarea unghiului maxim de
inclinare «, si implicit a valorii energiei acumulate de balansoar W, (trebuie avuta in

vedere ca variatia energiei cinetice datorata apei care curge in cdus si afara din caus este
neglijabild — conform presupunerii din enunt). Se pot inlocui portiunile curbe ale dependentei
,u(a) din Figura 1.7.prin linii in zigzag daca aceasta simplifica operatiile de calcul — permisiune

acordata din enunt.
Estimarea marimii unghiului e, - inclinarea maxima atinsa de balansoar in migcarea din inertie

dupd golirea causului - pleacd de la observatia c& in punctul D energia cinetica a
balansoarului este nula. Considerand ca lucrul mecanic efectuat de momentul pozitiv in evolutia
OAB este ulterior consumat de lucrul mecanic efectuat de momentul rezistiv in evolutia
BCD se poate scrie ca

Aria(OABO) = Aria(BD' DC) (1.93)
Asimiland  figura OABO cu un triunghi,

Aria(OABO) = 23,6°x2,7/2 = 3186 (1.94)
Asimiland figura BD'DC cu un trapez cu bazele BD' si CD

Aria(BD' DC) = 4 x [(a, — 23,6)+ (@, — 30)]/ 2 = 4a, —107,2 (1.95)

Pentru corectitudine dimensionald, ariile din (1.93) ar trebui calculate cu unghiurile masurate in
radiani. De exemplu, lucrul mecanic reprezentat de  Aria(OABO) este de fapt

Aria(OABO) = 23,6° x £ x 2,7/360 = 0,56 (1.96)
Din (1.93) rezulta
a, =34,7° (1.97)
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Tot lucrul mecanic datorat actiunii momentului greutatii proprii in miscarea DCE este
transferata in decorticarea orezului.

Lucrul mecanic transferat operatiei de decorticare W, 1. €Ste deci
Wieoorticare = Ar ia(OD '‘DCE )
W secorticare = — j)' Mg xTGxcosa da =Mg x TG x sin34,7 (1.98)
34,7
W, =4,62xsin34,7 = 2,63 Joule

decorticare

1.A.3 .Determinarea parametrilor de functionare pentru situatia in care
balansoarul se afla intr-o pozitie din jurul pozitiei de echilibru

1.A.3.a Graficul momentului ~ greutatii pentru a = B i stabilirea naturii pozitiei de echilibru

In aceasta parte a analizei functionarii pivei, se presupune ca apa ,da pe-afard” - curge din causul
aflatd in pozitia de echilibru. Se considera ca apa curge in cdus cu un debit constant @ dar ca
nu se poate neglija cantitatea de apa care curge in caus in cursul miscarii balansoarului. Asa cum
s-a gasit deja, Tn cursul inclinarii balansoarului existd o situatie in care momentul total care
actioneaza asupra balansoarului este nul. Aceasta situatie apare atunci cand cantitatea de apa din
cius este m, = 0,61kg iar inclinarea balansoarului este datd de unghiul B = 23,26°. in
zona de unghiuri 20,6° < @ < 30° (corespunzand domeniului de valori ale lungimii portiunii
acoperite cu apa pe partea de jos a causului 0 < x < 0,1108 ) momentul total al greutatilor care
actioneaza asupra balansoarului are expresia

ulx,a)= 9,8100[9x : (0,8014 - %) - o,471oj .cosa (1.99)

in figura de mai jos este desenata reprezentarea grafici a dependentei (1.99) in domeniul centrat
pe valoarea g = 23,6° pentru care momentul care actioneaza asupra balansoarului este nul.

Momentul total (Nm)

-5 " T T v T T T T T T 1
-4 -2 0 2 4 6 &

Abaterea fata de g (grade)

Figura 1.15
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Daca balansoarul ajunge cu viteza nula in pozitia in care are inclinarea g el va raméne in
aceasta pozitie — care este o pozitie de echilibru stabil. La o mica inclinare in sensul scaderii

unghiului cantitatea de apa din caus poate creste si prin urmare balansoarul revine catre pozitia de
inclinare B ; daca se produce o mica inclinare a balansoarului in sensul cresterii unghiului de

inclinare, causul pierde o parte din apa continuta, si momentul determinat de greutatea apei
scade producandu-se din nou revenirea la inclinarea g . Graficul din figura 1.15. descrie sintetic

acest fapt. Asa cum se poate vedea, momentul este pozitiv pentru abateri unghiulare negative fata
de S sinegativ pentru abateri pozitive fata de g . La scoaterea din pozitia de echilibru sistemul

are tendinta de a reveni catre aceasta pozitie. Starea de echilibru este una de echilibru stabil.

1.A.3.b  Dependenta analiticd momentului greutédtii de inclinarea balansoarului in jurul pozifiei
de echilibru

Dependenta momentului care actioneazd asupra balansoarului de unghiul de inclinare al
balansoarului fata de orizontald pentru pozitii reprezentadnd o mica abatere Aa fatd de B se

poate obtine rescriind expresia (1.86) pentru

a=f+A4a (1.100)

Cu notatia PB = x ,masa de apa din caus este conform relatiei (1.73)m, = x-h-b-p,,; /2

Lungimea zonei atinse de apa, x(a)= h(ctga —ctgy) = h(ctg(B + Aa)- ctgy) are pentru
unghiul B, expresia x(8) = h(ctgp - ctgy).

La cresterea unghiului de la valoarea f la valoarea f+ Aa masa de apa din caus scade cu
am

am = ml(ﬂ + Aa)— ml(ﬂ) =h-b-p,,, -(x(,8+Aa)— x(ﬂ))/Z
iam=h-b-p,.,-h-(ctg(8 + Aa)- ctg(B))/ 2 (1.101)
—_h-b-p._-h- sin(4a) ~_h?.p.p _ Ax

\Am_ b+ popa -1 2.sin(g + Aa)-sin(8) ~ he-b papaz-sinz(ﬂ)

Deoarece pentru pozitia de echilibru momentul total se poate considera ca momentul care
actioneaza asupra balansoarului la o mica inclinare fatd de pozitia de echilibru este chiar
momentul determinat de deficitul de apa din caus Am .

Tindnd seama de relatia (1.80), variatia distantei de la ax la centrul de greutate al apei din caus la
cresterea unghiului de la valoarea g lavaloarea B+ Aa este
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-

A(TN) = -2 (x(8 + 4)- x(5))
<A(TN)=—g-( tg(8+ Aa)- ctg(B)) (1.102)
A(TN) = 2#0("3)

Cum pentru unghiul B distanta de la ax la centrul de masa al apei din caus este

TN(B)=L+a- g(ctgﬂ +ctgy) (1.103)

variatia lungimii acestei distante la trecere de la unghiul A la unghiul g+ Aa este
nesemnificativa fata de lungimea distantei astfel ca se poate considera ca la inclinarea S sau
B + Aa lungimea distantei este aceea data de relatia (1.103).

Momentul care actioneaza asupra balansoarului inclinatcu Aa fatade S are expresia

w(B+ Aa)= Am-TN(B)- cos(B + 4a)-g

3 ,u(ﬂ + Aa) =-h*-b-p,, > gsw?z?ﬂ) [L +a-— ﬁ(ctg,B + ctg;/)j Cos(,B + Aa) (1.104(

~_h?.pb. _h . :
\ﬂ(ﬂ—i_Aa): h™-b papa 2. Slnz(ﬁ) (L—i_a (Ctgﬂ_i_Ctg}/)) COS(ﬂ) g

Numeric,
Ac -cos(23,26)
2326 + Aa)=-012°-15-981 _ —-10,94 - 0,04(ctg23,26 + V3

2 a) t 2.sin(23,26) ( ( I \/_))(1.105)

(23,26 + Aa) = 48,4719 - Aa N-m = -48-Aa N-m
1.A.3.c . Ecuatia de miscare a balansoarului este

d’a
=J- 1.106

unde momentul x are expresia datd de (1.105) iar momentul de inertie J este suma dintre
momentul de inertie propriu balansoarului J, $i momentul de inertie al apei din caus J,.
Evident, momentul de inertie al apei din cdus depinde de unghiul de inclinare dar, pentru inclinari
foarte mici fata de pozitia de echilibru  determinata de unghiul de inclinare g ale balansoarului
se poate considera in mod rezonabil ca atat cantitatea cat si forma apei din caus nu se modifica i
ca momentul de inertie raméne constant si egal cu valoarea corespunzatoare unghiului de
inclinare de echilibru B pentru un punct material (cu masa egala cu masa de apa) aflat la
distanta NT de axul de rotire.

Momentul de inertie al balansoarului cu causul continand apa este

Pagina 24 din 27 Problema 1 Hanoi - Text gi solufie propuse de Delia Constanta Davidescu $i Adrian DAFINE!



Problema 1, Mecanicd  IPhO Hanoi — pentru Bacdu, septembrie 2008

(1.107)

J=J,+J, =J, +m(B)-(TN(B)Y
J=12+0,61x0,7766% 21237 kg - m?

Deoarece

d’a _d*(B+4a) d*(4a)

dt? dt? dt?
ecuatia (1.106) se poate rescrie ca

d*(4a)

at?

si tindnd seama de (1.105), (1.107) si (1.109)
d*(4a)

t2

(1.108)
(1.109)

p=J:

-48-Ada =1237-

1.110)
dZ(Aa)+ 48 (110

dt? 12,37
Ecuatia (1.110) este o ecuatie de oscilatie pentru marimea Ae. Pulsatia @ a oscilatiei are

Aa =0

valoarea

48
o= |——s (1.111)
12,37

iar perioada 7 a oscilatiei este

e 2 1237
@ 48 (1.112)°
r=319s

1.A.3.d Oscilatia armonica a balansoarului in jurul pozitiei de echilibru (a = ,B) cand céausul
,dd pe-afara”

Putem presupune ca balansoarul oscileaza cu amplitudinea Ae, in jurul pozitiei de echilibru

(a = B); la momentul initial t=0 balansoarul este in pozitia de echilibru Ae =0 iar Ia

momentul ulterior balansorul se misca astfel incat causul se ridica si unghiul « de inclinare a

balansoarului scade, da < 0 astfel incat pentru ca causul ,sa dea pe-afard” este necesar ca in
caus sa se adauge apa. Ecuatia de miscare a balansoarului este :

A = —Aa, -sin(2z - t/7) (1.113)
iar viteza de variatie a abaterii unghiului de inclinare are expresia

@ = —Aa, - 27t/ -cos(2x - t/7) (1.114)
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Deoarece variatia abaterii unghiului fata de echilibru este identica variatiei inclinarii

%(:) = —Aa, - 27t/7 - cos(2z - t/7) (1.115)
Pentru ca apa sa dea pe-afara din caus trebuie adaugata o cantitate care, conform relatiei (1.101)

este

h2 'b'papa

am == 2.sin?(B)

da (1.116)

sau, tinénd seama de (1.115)

-h%-b-
dm = Aa, -ﬂ_—z"jp""-cos(Zn-t/r)-dt (1.117)

Cantitatea de apa care trebuie adaugata depinde de timp. dm este maxima la momentul initial
t = 0. Valoarea corespunzatoare este

”'hz'b'papa
r-sin?(8)

~

Debitul @ apei care trebuie ,sa vina

dm(t=0)=dm, = Aa, - - dt (1.118)

in caug in momentul initial este

x-h*>-b-p
@ =dm,/dt = Ae, - ———— = 1.1
o/ %o sin?(B) (1179

Daca ulterior debitul este mai mare decét cel necesar causul ,da pe-afara” pur si simplu.
Cererea ca oscilatia s& aibd amplitudinea de Ae = 1° = (7/180) radiani conduce pentru

debit la expresia

o) = (UL (1.120)

== 1807 si?(B)

Valoarea numerica a debitului pentru asigurarea oscilatiei cu amplitudinea de 1° este

2 2
@, = 7 01270151000 5580 kg s 2 023 kg -5 (1.121y
180-3,19-sin?(23,26)

1.A.3.e Determinarea debitului @, pentru care piua nu mai functioneazg

Asa cum s-a aratat, cand inclinarea balansoarului atinge «, = 20,6° causul care contine
m =1kg de apa incepe sa dea pe-afara; cand inclinarea ajunge la a, = 30° apa din caus
curge in intregime. Pozitia de echilibru in jurul careia balansoarul oscileaza este realizata pentru
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inclinarea B = 23,26°. Pentru ca miscarea sa ramana oscilatorie trebuie asigurat un debit care
s& determine cel mult o amplitudine Ae,

Aa, = 23,6°-20,6° = 3° (1.122)

Pentru realizarea unei amplitudini de 3° este necesara asigurarea unui debit de trei ori mai mare
decat pentru asigurarea unei amplitudini de 1°.
Valoarea ceruta a debitului este

D, =30,

1.123
@, =3x0,23=0,69kg-s™ (1129
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